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Analyse temporelle des systemes du premier ordre

Compétences

Modéliser :

- Modélisation des systemes asservis
Résoudre :

- Performances d'un systeme asservi

Cette séquence est consacrée a I'analyse des réponses temporelles des systémes simples (en particu-
lier systeme du premier et du second ordre). Il s’agit de soumettre ces systemes a des entrées types (sou-
vent I’échelon) de fagon a étudier les propriétés et les performances du systeme. L’objectif est de savoir
relier les performances atteintes aux constantes caractéristiques des fonctions de transfert et évaluer
leurs influences respectives.

1. Systéme proportionnel/intégrateur

1.1. Systéme a action proportionnelle

La sortie est proportionnelle a I'entrée. On nomme également ces systémes gain pur.
s(t) = K.e(t)
On appelle K le gain pur.
L
s(t) = K.e(r) -S(p)=K.E(p) = H(p=K
E(p) S(p)
—P K —
Réponse a un échelon Réponse d une rampe
s(t)=K.e(t) stri=Kelt)
e(t) e(t)
0 t 0 t
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1.2. Systéme intégral

L K K
50 =[Kelt) ———S)=Ep) = Hp=)

w)
™

Elp)

1.2.1. Réponse a une entrée impulsionnelle

Domaine temporel Domaine de Laplace
: e(t) s(t) e(t) = O(t) ey E(p) =1
S(p)=H(p)-E(p)

e :

K
S()=Kau(t) Commpmm— S(p)= ;

K

1.2.2. Réponse a une entrée en échelon

Domaine temporel Domaine de Laplace

€(1) = U(l) — E(p)= l
P

S(p)=H(p)-E(p)

S(1) = K11U(l) G S(( ) = ;

2. Systeme du premier ordre

2.1. Définition

Le comportement d'un systeme du premier ordre est caractérisé par une équation différentielle du
premier ordre a coefficients constants :

ds(t) "
s(t) +T'T— .e(t)

On appelle K le gain statique et T la constante de temps.

L’appellation « gain statique » est justifiée par le comportement statique du systéme : si I'entrée et la
sortie sont constantes, 'équation différentielle devient s + 0 = K.e d’oU, en statique, K = g

Si les conditions initiales sont nulles (Heaviside), la transformée de Laplace conduit a 'équation :

(1 +p)S(p) = K.E(p)
2
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La fonction de transfert d’'un systéme du premier ordre est donc:

S K
H(p)_%_1+rp

Remarque : Identifier une fonction de transfert du premier ordre revient alors a identifier K et t.

2.2. Réponse a une entrée impulsionnelle

Soit, en entrée du systéme du premier ordre, la fonction Dirac e(t) = §(t). La transformée de Laplace
s’écrit E(p) = 1 etla sortie dans le domaine de Laplace devient :

S =
®) 1+

La transformée de Laplace inverse de la sortie (pour revenir dans le domaine temporel) se fait a I'aide
du tableau des transformées usuelles. La transformée de Laplace inverse est alors :

K ¢t
s(t) = ?e_?.u(t)

Il s’agit d’'une forme exponentielle convergente décroissante.

s(t)

A

s(0) 25
-

lim s()=0

t—>+x®

2.3. Réponse a une entrée en échelon (indicielle)

Soit, en entrée du systeme du premier ordre, la fonction échelon e(t) = A.u(t). La transformée de
Lo A . . .
Laplace s’écrit E(p) = - etla sortie dans le domaine de Laplace devient :

KA
p(1+p)

La transformée de Laplace inverse de la sortie (pour revenir dans le domaine temporel) se fait a I'aide
du tableau des transformées usuelles. Il faut préalablement la décomposer en éléments simples pour faire
apparaitre les éléments du tableau :

S(p) =

sy KA @, B

P m) T p A+
_a(l+tp)+Pp  (a=KA

Sp) = p(1+ mp) {ﬁ=—KAT

3
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On obtient ainsi :

S@) = kA (%_ 1 -:‘L'p)

La transformée de Laplace inverse est alors :

s(t) = KAu(t) (1 — e_%)

Il s’agit d'une forme exponentielle convergente.

A s(t)
lim s(r) = A.K |
~ 0,95AK —
~0,63AK |-
ds@t)| _ 4K
a |,
i | t
A . »
5(0)=0 T -

- Asymptote pour t = +00:s(t) P KA (réponse statique ou permanente)

- Valeur al’origine : s(0) = 0

KA

S P dS o0
- Tangente al'origine : — 0) = .

- Latangente a l'origine (y = KTAt) coupe 'asymptote (y = KA)ent =1
L’application numérique pour les valeurs particuliéres de t conduit a :

- Ent =1 5s(r) = 0,63 X KA soit 63% de la réponse permanente

- Ent = 31,s(7) = 0,95 X KA soit 95% de la réponse permanente

Pour un systéeme du premier ordre, le temps de réponse a 5% caractérisant la rapidité du systéme est
donc directement lié a t et vaut 3.
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2.4. Performances du systéme

La réponse d'un systeme du 1¢r ordre est toujours non oscillante, la sortie d'un systéme du 1e¢r ordre
ne présente donc jamais de dépassements.

Si T est positif, le systeme est stable. Dans ce cas, on peut déterminer la précision du systéme.

Si K=1, le systéme est précis par rapport a une entrée en échelon.

Le temps de réponse a 5% valant approximativement 31, plus t est petit plus le systéme sera rapide.
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2.5. Identification d’'un modéle du premier ordre

L’identification de modeéle consiste a proposer un modeéle théorique a partir de la réponse d’un sys-
téme a une entrée type, mesurée expérimentalement. Le modele obtenu est appelé modéle de comporte-
ment puisqu’il traduit le comportement observé en sortie, sans se préoccuper du fonctionnement interne
contrairement au modéle de connaissance. Ce dernier est celui obtenu grace aux équations physiques
décrivant le comportement d’'un composant.

On pourra considérer que le systeme étudié est du premier ordre si sa tangente a l'origine est non
nulle, qu’il ne présente pas d’oscillations et que l‘allure de la réponse est celle d’'une exponentielle.

Les parameétres caractéristiques K et T peuvent alors étre identifiés sur la courbe mesurée :

- K parl'intermédiaire de la valeur finale qui vaut KA.
- tenutilisant:
- latangente a l'origine coupe I'asymptote ent = 1,
- le temps ou la courbe atteint 63% de la valeur finale vautz,

- le temps ou la courbe atteint 95% de la valeur finale vaut 37.
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2.6. Réponse a une entrée en pente

Soit, en entrée du systéeme du premier ordre, la fonction échelon e(t) = A.t.u(t). La transformée de
Lo A . . .
Laplace s’écrit E(p) = > et la sortie dans le domaine de Laplace devient :

KA
p*(1+1p)
La transformée de Laplace inverse de la sortie (pour revenir dans le domaine temporel) se fait a l'aide

du tableau des transformées usuelles. Il faut préalablementla décomposer en éléments simples pour faire
apparaitre les éléments du tableau.

S(p) =

S()—K—A—i_l_é_l_L
P o+ P2 p A+

= KA
KA a(l+tp)+pp(L+1p) +yp> |5

S) = = ( p)zlip( DAY ) g —kar

p(1+1p) p°(1+71p) y = KAT

On obtient ainsi :

sy =kA[L-T+ T
PPt T 1+

La transformée de Laplace inverse est alors :

s(t) = KAu(t) (t _—” Te-%)

Dans le cas ou Kvaut1:

Ast)

Erreur de trainage -
en régime permanent =A. Z'T

asymptote de

5(0)=0 pente =A = lim %
| _, t
dt >
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Dans les autres cas :
4 () As(t)
K<1 K>1
Pente : AK 4
t t
| L

- Asymptote pour t — +o0: s(t) suit une asymptote de pente KA
- Valeur al’origine :s(0) = 0

- Tangente al'origine : % 0=0

- L’asymptote coupe 'axe des abscissesent =t

- Dans le cas ou K=1, I'erreur de trainage vaut &; = tligrn le(t) —s(t)| = At
—+ 00

Pour un systéme du premier ordre, la réponse a une pente est stable mais pas précise.




