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Cinématique du point dans un solide indéformable
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1. Représentation des champs de vecteurs par un torseur
1.1. Définition

Il existe un outil mathématique pour représenter les ensembles respectant une relation de champ : le

torseur. La notion de torseur est extrémement utile dans le cours de mécanique pour permettre de

modéliser globalement le comportement cinématique des solides ou encore, on le verra plus tard, les
actions transmissibles entre deux solides.

Un torseur est la représentation d’'un champ de vecteurs équiprojectif, dont les vecteurs m en
chaque point P s’appellent « moments » du torseur. Par les propriétés d'un tel champ, les moments en
deux points vérifient la relation de Varignon.

Eléments de réduction d’un torseur

Un torseur est donc déterminé par deux vecteurs, constituant sa « réduction » en un point
quelconque P de I'espace, a savoir :
- Larésultante R, ce vecteur est unique et indépendant du point de réduction,
— La résultante ne dépend pas du point de réduction.

- Le moment (de réduction) en P : M.
— Le moment dépend du point de réduction.

{T}P = {Mip)}
P

Remarques:

e Les termes « résultante » et « moment » proviennent du vocabulaire de I'étude des actions
mécaniques, domaine ou historiquement les torseurs ont été utilisés en premier.

e Larésultante est un vecteur caractéristique du champ qui permet, a partir du moment en un
point particulier, de retrouver les autres moments en n'importe quel

point via la relation de Varignon. R
e Usuellement, on représente en chaque point la résultante avec un 4’ R
vecteur simple, et le moment avec un vecteur a double trait. A M, <
‘ B

1.2. Propriétés des torseurs

Egalité de deux torseurs en un méme point :

—

R, R e
{T1}p = {—i} ={T2}p = {—2>} = Ry =RyetM; =M,
M), M),

Somme de deux torseurs en un méme point:

R, R, R, +R,
{Ti}p +{To}p = {_1>} + {_2>} = {_1> _2>}
M, p M, p M+ M, P

Multiplication d’un torseur par un scalaire :

AR,
AA{T)p = ,
{T1}p {,1 F }P

-1




«e
)Nej C05-02 Séquence 5 : Modélisation cinématique des mécanismes

2. Le torseur cinématique

2.1. Définition

Le torseur cinématique du solide S, par rapport au solide S; ou torseur cinématique du mouvement
de S,/S; traduit le champ de vitesse du solide S, par rapport au solide S; et est noté :

{V } _ 02/1
2/Up TNy
Pe2/1)p
- )y, etVpeyq sontles éléments de réduction du torseur au point M.
- Le vecteur rotation (2,,; correspond a la résultante cinématique du torseur, elle est
indépendante du point choisi.
- Levecteur vitesse Vpe, /4 correspond au moment cinématique du torseur au point P. Il dépend

du point P et respecte la relation du champ de vecteurs vitesse (Vpez/1 = Vaea/1 + BA A 2;/1)

2.2. Mouvements particuliers de translation et de rotation

2.2.1. Mouvements de translation

Un solide S, est en mouvement de translation par rapport a un solide S; si et seulement si son vecteur
rotation {2, ; = 0. Selon la loi du champ des vecteurs vitesses, ceci implique que tous les points du solide

ont le méme vecteur vitesse a l'instant ¢ mais attention : ce vecteur vitesse n’est pas nécessairement
constant dans le temps.

La forme du torseur cinématique sera donc pour un mouvement de translation: (quel que soit le point
de réduction)

Vpez/1

Vophy, = {—G—’}Vp

On parle alors de torseur Couple.

Remarques:

o F/l =0 signifie aussi que B; = B, (méme orientation), mais attention R; # R, car les
origines se déplacent.

e Dans le cas d'une translation, on détermine le vecteur vitesse par dérivation du vecteur
position.

Il existe plusieurs types de mouvement de translation selon la nature ”

de la trajectoire : / ; m

- translation rectiligne : les trajectoires des points sont des
segments de droite ; V(N eS/R)

- translation circulaire : les trajectoires des points sont des L = ‘
V(M eS/R) ////
Y
A

arcs de cercle de méme rayon (voir ci-contre, la grande roue
d’une féte foraine) ;

- translation curviligne : les trajectoires des points décrivent E
des courbes quelconques (cabines de téléphérique).
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2.2.2. Mouvements de rotation

Un solide S, est en mouvement de rotation autour d'un axe (4) par rapport a un solide S;, si le torseur
cinématique est de la forme suivante en tout point P de I'axe (A4) :

_(n
{VZ/l}vpe<A) _{ 0 Jyper
(S

- Pour tout point Pe (4),0naVpey /1 = 0 (vitesse nulle sur I'axe de rotation)

—_—
- {2, /1 estcolinéaire a I'axe (4) , appelé aussi axe instantané de rotation.

- Tous les points de S, ont une trajectoire circulaire par rapport a S; : des arcs de cercle de
centre un point appartenant a I'axe (4).
- Cette forme de torseur s’appelle un glisseur.

Remarque :

Soient M #(A) et C le projeté orthogonal de M sur (4) ,ona:

VMGZ/l = VCEZ/]. +MC/\.(22/1 = MCA‘QZ/l = VMGZ/l 1 MC

CommemJ_.Qz/l,ona:

Vasezall = [MC]| A (|22 avee [MC|| = R et |2, ]| = @ = [[Visezal = - R

Conclusion : Le vecteur vitesse de tout point non situé sur (4) est tangent a sa trajectoire circulaire,
perpendiculaire au rayon et a une norme proportionnelle a la distance séparant le point de I'axe de
rotation pour I'instant considéré.

On parle alors de répartition linéaire des vitesses des points d'un solide en rotation.

Répartition linéaire des vitesses :

/
/

‘ \—/(MESIR)/J“-,\____,/ V(M eS/R)
V(MeS/R)
Les vecteurs vitesses de points situés 3 une méme distance de (A) La norme est proportionnelle a la
ont la méme norme distance séparant M de C
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2.3. Fermeture cinématique

Avec la composition des vecteurs vitesses et la composition des vecteurs vitesse de rotation, on peut

écrire 'expression généralisée suivante :

Fermeture cinématique

Soient n solides en mouvement les uns par rapport aux autres. On peut alors écrire le fermeture cinématique

=3
e
=) . X
E suivante :
)
= Wasody = Wapm-aly + 0+ {Va2}, +{Vopn}y +{Vaso}y
Attention :
- Tous les torseurs doivent étre exprimé au méme point.
- Projeter les deux équations vectorielles permet d’obtenir 6 équations scalaires (en 3D).
2.3.1. Application : Moteur deux temps y
0
On souhaite déterminer 'expression de y en fonction de A ¢Y2
it

a,aety. !
4\/

Données :
- Longueur de la bielle: L = 30 mm //
- Excentrique du vilebrequin: e = 8,5 mm 3 /

1 .

Vitesse de rotation de I'hélice : wygjice = 5000 tr.min™

Figures de changement de bases :

_— —, St P
y1 Xo Y2 X1 V3 X2
4 i 4
X; e X3
a . — 14 —
Xo Zg=12, 1 z=7; X2

Zy =171

Ecriture des différents torseurs :
@z 37
Vij0} = { = } o1} = {é }
0o 0),

Vs)2} = {}%Z}B Va0 = {}-,gg

Réaliser la fermeture cinématique en B.

Astuce : Pour déplacer en B le torseur en 4, il est préférable de passer par le point O afin de ne faire

apparaitre que des termes en a.
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% =V, + BO AL oA
Be1/o éoe1/oﬁ 1/0 Vsez/1 = Vaeryo + (BO + 04) A0y
= —yyo ANdZ = —ydx, s pm Iy
= (—yyo t ey ANBzZ = —yfx, + efx;

= (ef cosa —yp)x; + ef sinay,

Fermeture cinématique :
{Vsso} = (Va} + (Vou} + (Vo)

(80,21 pema i s apanese], L5
o« —> = bd + . S N—s . . . + [N
YYo'p 0’p (9.3 cosa — yﬁ)xo +ef sinay, g TYaxoly
En déduire I'expression de y en fonction de , & et y.

En projection dans By, :

: (0=7+B+d
0=y+p+a _ ya
0=efcosa—yf—ya < _m
y = chsina _ ydesima o
ecosa—y yy —yecosa + yaesina =0

3. Mouvements plans et mécanismes plans

3.1. Définition

Mouvement plan
Soient deux solides S; et S, en mouvement I'un par rapport a I'autre. Le mouvement de S, par rapporta S; est
dit plan, s’il existe un plan m, lié a S, qui reste constamment en coincidence avec un plan 7, lié a S;. Ce plan

est appelé plan de glissement.

=]
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3.2. Particularités d'un mouvement plan sur plan

Soient Ry = (0, %g,¥0,29) et Ry = (01,%1,Y71,27;), deux reperes liés
respectivement a S, et S;, tels que les plans 1y (0, Xg, ¥o) et 1 (041, %7, V1)
soient coincidents.

Onadonc:z, = z;.

Le paramétrage de la situation de S; par rapport a S, nécessite
d’'introduire 2 parametres de position (xpq,Vy,) et 1 parameétre
d’orientation €. Le torseur cinématique du mouvement plan sur plan de S;
par rapport a S, parallélement au plan (xg, y,) se simplifie donc et s’écrit :

L I — oy
iyl = fae =07 } —{— Yor iy
1/0 0, V—) e = L - 01 - M
= Xg1 Xo T+ 3 ;
oo Zronfo Y Nlo, 6 o mmm 0 —Immwmzm
Conclusions :

- le vecteur rotation est perpendiculaire aux plans m, et y ;

- les vecteurs vitesses sont tous paralléles aux plans my et my ;
- il ne peuty avoir a la fois une vitesse et une vitesse de rotation portée par le méme vecteur ;

- aucun mouvement ne tend a faire sortir des solides du plan.

5
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3.3. Mécanisme cinématiquement plan

Un mécanisme peut étre considéré comme cinématiquement plan si toutes les pieces de ce mécanisme
sont en mouvement plan les unes par rapport aux autres pour le fonctionnement considéré.

Avantages

Dans une modélisation plane de normale Z, il n'y a que trois composantes « intéressantes » dans le
torseur cinématique ce qui permet de réduire la complexité des calculs. Il convient néanmoins de vérifier
qu'une modélisation plane peut-étre envisagée sans modifier le comportement cinématique du
mécanisme.

Les vitesses étant toutes dans le méme plan, il devient possible de procéder a certains tracés
graphiques qui facilitent I'intuition. La compréhension des méthodes graphiques peut vous aider a mieux
assimiler la cinématique des solides.

3.4. Liaisons planes cinématiquement équivalentes

Avec 'hypothése d’'un probleme plan les différentes liaisons normalisées peuvent se simplifier et
devenir équivalentes a d’autres liaisons. Il est possible de définir n'importe quel mécanisme plan a l'aide
de 3 liaisons différentes :

Nom Représentation plane Validité Modélisation des torseurs
y . - Vx,2 /1
Glissiére de direction x T?lllllt %g;nt {V2/1} = {— 0 }
P 0 - Jwm@ya
y — 0
Pivot d’axe (0, Z) 2 EnO {V2/1} =) = 0
wZ,Z/l - 0‘(3?‘372)
§ Tout point — Vaz/1
Ponctuelle de normale de la {V } _ _ 0
0,y normale 2/ W21 -
% (%)) ’ 0,(%5.2)




