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Cinématique du point dans un solide indéformable

Modéliser :
Modélisation géométrique et cinématique des mouvements entre solides indéformables

Compétences

Objectif: Déterminer la trajectoire, la vitesse et l'accélération d’'un point appartenant a un solide
indéformable.

1. Introduction

1.1. Support d’application récurrent pour ce cours: Centrifugeuse humaine
développée par le CNRS

Pour illustrer les différentes propriétés et les différentes méthodes, nous nous appuierons sur le
systéme suivant pendant ce chapitre :
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Centrifugeuse humaine développée par le CNRS /
MEDES

Modélisation cinématique

2. Trajectoire d’un point appartenant a un solide

Trajectoire d’un point dans I’espace
Soit un point P se déplagant dans un repére R, (0, Xy, Vg, Zo)- La trajectoire du point P est
définie par la courbe C(t) paramétrée par le temps t.On a:

vt € RY,0P(t) = x(t).%g + y(t). 55 + 2(t). Zg
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Remarque : Comme pour les parametres lors de la séquence précédente de mécanique, on ne note
presque jamais la dépendance au temps et la relation précédente devient OP = x.x, + y.y, + 2.7,
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Centrifugeuse
Le paramétrage de la centrifugeuse est donné ci-dessous :

Les parameétres
constants du systéme sont

les suivants
- 0001 = a_ﬁ
ﬂm /@(0 - 0,G=bx;+cz;

La trajectoire du point G dans le repére R, est donnée par le vecteur

OoG = 0001+01G = ax_1)+ bx_2)+CEZ-)
Il faut alors projeter les vecteurs dans R :
00G = a(cos(@) X5 + sin(@) yg) + b(cos(B) X — sin(B) y7) + c(cos(B) Z + sin(B) &;)

0,6 = a(cos(a) X + sin(a) ¥g) + b(cos(B) (cos(a) X + sin(a) ¥g) — sin(B) Zg)
+ c(cos(B) zg + sin(B) (cos(a) X, + sin(a) ¥5))

a cos(a) + b cos(B) cos(a) + csin(B) cos(a)
m = | asin(a) + b cos(B) sin(a) + csin(B) sin(a)
—b sin(fB) + c cos(B) Rq

On a ainsi I'équation paramétrique de la position du point G.

3. Vitesse d’'un point appartenant a un solide

3.1. Le vecteur vitesse

Vitesse d’un point appartenant a un solide

Soit un solide S, auquel est associé un repeére R (0, Xy, Vo, Zg)- Soit un solide S; auquel est
associé un repére R,(04,%7,V;,Z;). Le solide S; est en mouvement par rapport au solide S.

Soit un point P appartenant physiquement au solide S;. La vitesse du point P appartenant
au solide S; par rapport au solide S, se calcule donc ainsi :
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—— _[dOP
VPEl/O = dt
R

Attention :

- Respecter rigoureusement la notation ;
- Lavitesse dépend du point d’application.

Remarques :
- Vpe1jo dépend du temps t. On I'appelle la vitesse instantanée.

- Vpeijo est tangent a la trajectoire du point P dans R,
- Vpe1jo peuts’exprimer dans n'importe quelle base.

- Vpeijo se note aussi Vp 10 ou Vp(1/0).
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3.1.1. Calcul du vecteur vitesse

Soit un avion S; repéré par le repére R;(0,,%7,V1,2;) en
mouvement libre par rapport a un repére R,(0g, Xg, Yo, Zo) (le sol).
La position de l'avion dans l'espace est repérée par le vecteur
0,0, = x.X3 + Y.Yg + 2.2 ainsi que par 3 angles, un par rotation
élémentaire.

Calculer une vitesse par dérivation

_

Pour dériver le vecteur 0,0, par rapport au repére R, une méthode consiste en exprimer le vecteur
_
0,0, dans R puis en dériver chacune des composantes.

Calculons la vitesse du point O; par rapporta R :

d0,0,
Vole1/o = [—]
R

dt

0

V01€1/0 =

d(x.xg + .0 + 2.23)
dt R

0

_ [d(x. )] [d(y.%) N [d(z.%)
R

dt dt dt Ro

Z_,

t 0

dx, dx _, dz, d
= x(t) [ ] + z(t) [E d

dy _,
xo + y(t) + Yo
0

Ona:

_dl_

dt

[dxo] do
dt
do

|t

Il
(=1}

: n . dy, dzy
On obtient le méme résultat pour [ﬂ et [ﬁ]
dt Ip dt 1g

Soit finalement :

Vo,e1/0 = X. X9 + Y. %o + 2.2

Remarques :
- La dérivée d’un vecteur X, fixe dans un repére R; exprimé dans une base B; est nulle. Ainsi,

[dxl]
R;
dx

- Onnote parun " la dérivée d’une fonction par rapport au temps : P X.
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Centrifugeuse
Calculer Vg, e1/0-

Par définition,

V01e1/0 =

[dm’] _[d(a'x‘{) _ [dxl]
R R

dt dt
Ona:
@’] [d(COS(a) Xo + sin(a) yg) [d(COS(a) xc)] [d(sin(a) %’)]
dt |, dt dt
d%‘z(“)xo + cos(a) [ ] T ds‘dL(“) Vo + sin(a) [
= —a sin(a) Xg + d cos(a) Vg = ;(— sin(ar) %3 + cos(a) yg) = dy;
Ainsi,

Vo,e1/0 = adyy, ce qui est bien tangent a la trajectoire de 0,.

3.2. Vecteur instantané de rotation

3.2.1. Définition

Vitesse d’un point appartenant a un solide

Soit un solide S, auquel est associé un repere R, (0, X, Vo, Zo)- Soit un solide S; auquel est associé
un repére R, (04,%;,V;,%;). Le solide S; est en mouvement par rapport au solide S,.

—

Yo

Z1
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Les rotations entre le solide S et le solide S; sont paramétrées par les angles d’Euler ¥, 6 et ¢.

On appelle vecteur instantané de rotation entre les solides S, et S; le vecteur :
01/0 - llU._Z_S + 9.1_2 AP (j)._Z_f

¥, 0, sont en rad/s.

Remarques:
- Levecteur instantané de rotation est indépendant du point d’application.
- Onalarelation suivante : Qo = —Qg/1 .
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3.2.2. Détermination du vecteur vitesse instantanée de rotation dans les liaisons
cinématiques

Lorsqu’il n’y a pas de degrés de liberté de rotation dans une liaison ou que les degrés de liberté en
rotation sont paramétrés, on a :
- silessolides S, et S; sont en liaison pivot de centre O, d’angle a et d'axe Z, alors Q,/; = dZ;
- silessolides S, et S; sont en liaison glissiére d’axe Z, alors Q= 0;
- toutes combinaisons des deux cas précédents.
Centrifugeuse
Ona:

Q1/0 = dfg Q2/1 = ﬁj’;

3.3. Dérivation vectorielle
Formule de Bour

Soit un solide S, auquel est associé un repére R, (0, Xy, Yo, Zo)- Soit un solide S; auquel est
associé un repére R, (04,%;,V;,2;). Le solide S; est en mouvement par rapport au solide S,. On

e
note ¥ un vecteur de I’espace. On note Q, /0 le vecteur instantané de rotation permettant
d’exprimer les rotations entre chacune des deux bases.

La dérivée d’'un vecteur dans la base mobile donnée par la formule suivante :

Définition

—

[dv] [dv] LA [dv] T
-l =7 1/0 AV === VAllg/1
dt %o dt Ry dt Ry

On appliquera cette formule systématiquement pour calculer la dérivée de vecteurs unitaires.

3.3.1. Rappel : le produit vectoriel

Produit vectoriel
Si U et ¥ sont deux vecteurs tel que 'angle (i, ¥) = a, le produit vectoriel noté i A ¥ est le
vecteur : U A U = ||d]|.||¥]. sin(a) W avec W vecteur unitaire orthogonal a i et a v.

=
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Propriétés du produit vectoriel :

- Le produit vectoriel est anticommutatif : U AV = -V A U.

- Il est distributif sur 'addition des vecteurs : U A (D + W) = UAV+UAW.

- Le vecteur nul est'élément absorbant du produit scalaire : i A 0=0Au=0.

- Le produit vectoriel de deux vecteurs non nuls produit un vecteur orthogonal a ces
deux vecteurs. Donc en notant w tel que W = U AV, onaw.u =w.v = 0.

> o - -

Remarque : Dans une base orthonormée B(X,y,2): XAy = Z; yAX = —Z et yAZ= X; ZAy =
—X...
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Centrifugeuse
On rappelle que :

dx{
Voe10 =@

dt Ro

doxy o e
Le calcul de [ﬂ] peut étre fait ainsi :
dt Ro

dx—l) dxl N . — — , —> o« —>
— =\ +Ql/0 /\x1=aZ0/\x1= ayq
dt dt

Ainsi

Vo,e1/0 = ady;, ce qui est extrémement plus rapide.

4.1. Champ de vitesse

Formule de Varignon
En cinématique, la formule de Varignon s’écrit sous la forme suivante :

=3
=)
=
-
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=
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a

Vee2/1 = Vaezs + BANGDy ),

Remarques :

o (Cette formule est utilisée a chaque fois que la vitesse est connue en un point d'un solide et
qu’on veut la calculer en un autre point d’'un méme solide.

e Laformule de Varignon peut étre connue par moyen mnémotechnique « BABAR ».

e Lorsqu’'un point est confondu pour deux solides et qu’il n’y a pas de (2) B
mouvement relatif entre les solides, (centre d'une liaison pivot ou G z
d’une liaison rotule par exemple) les vitesses sont égales ainsi, ici :

Vo,e1/0 = Vo,e2/0, Par composition des vecteurs vitesses (voir plus bas) :

v, =0
0,€2/1 0,

Centrifugeuse

Calcul de Vg e1/0-

S1 et Sy sont en liaison pivot de centre Oy, on a donc Vg /0 = 0

En conséquence,

Vo,e1/0 = Voye1/0 + 0100 A 210 =0 —aX; Adz; = ady;

5. Composition des mouvements
5.1. Composition des vecteurs vitesses

Composition des vecteurs vitesses

Soient n solides S;, S5, ..., S;, en mouvement les uns par rapport aux autres. On peut alors
écrire les relations suivantes :

=
=)
=
-
=
B
a

Vaen/1 = Vaenn-1 + Vaen—1m—2 + - + Vaezjz + Vaez 1
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Démonstration avec un seul solide intermédiaire ou A € 2 physiquement et O; fixe dans R;, i € [0;1] :

=
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— . [d0,0; d0,A d0, A .
Vaez/0 = a |, + at |, =Vo,e10 + dt + 0210 NOA
0 11
N clm
VAEZ/O = dt

1

Vaezjo = Vaezy1 +

Composition des vecteurs rotations

Soient n solides S;, S5, ..., S, en mouvement les uns par rapport aux autres. On peut alors
écrire les relations suivantes :

Doy =y + Qg+ -+ 030+ 0y

Démonstration avec un seul solide intermédiaire :

Pour démontrer ce résultat, prenons un vecteur v :

[dﬁ] [dﬁ] .
- =75 0/1 NV
dt Ry dt Ro

dv]  [di +n—’/\*
de|, —|dt], 2/1 7V

dv = dv +.(2 AV &S
de|, —|dt], 2/0 AV
0

En faisant la soustraction des deux premiéres équatlons :

~  [dv dv
0= E —_ E +_(22/1/\v—.(20/1/\v— +(‘QZ/1_‘QO/1)AU
Ry

:| =.{22/0/\7})

-2, L w%

En utilisant cette derniére équation et la troisiéme :

.{22/0 /\7—7) = (!22/1 +.{21/0)/\7}) 4 !22/0 = .!22/1 +!21/0

Centrifugeuse
Calcul de Vez/0-

Ona:

Vee270 = Veez/1 + Vieryo

Calculons Vieq o :

Vee1jo = Vo,e1/0 + GOy Ay 9 = ady; — (bX; +cZ3) Ndz,

Vge1jo = @(a + bcosf + csinf) y;




«e
}Nej C05-01 Séquence 5 : Modélisation cinématique des mécanismes

Par ailleur calculons Viey /q

Veez/1 = Vo,ezy1 + GO1 A2y = —(bX; + ¢ Z3) ANV =—B(bZ; —cXy;)
Finalement,
Veez/0 = a(a+bcosf+csinf)y; —B(bz; —cXy)

Il est aussi possible de calculer Ve, /g ainsi :

—_—

. [dOOG]
R

Veez/0 = =

0

6. Accélération d'un point appartenant a un solide

6.1. Définition

Accélération

Soit un solide S, auquel est associé un repere R, (0, Xg, Yo, Zo)- Soit un solide S; auquel est
associé un repéreR; (04, %7, V7, Z;). Le solide S; est en mouvement par rapport au solide Sj,.

Soit un point P appartenant au solide S;. L’accélération du point P appartenant au solide S; par
rapport au solide S, se calcule donc ainsi :

=3
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T = dVpe1 /0
eio = g
R

0

6.2. Champ d’accélération d’'un solide en mouvement
Est-ce que le champ d’accélération est un champ de vecteurs dans lequel la formule de Varignon peut
s’appliquer ?
Démonstration

La formule de Varignon donne :

Veea/1 = Vaez1 + BAN GOy 4

Si on dérive cette équation, on obtient :

— ., |d@,n4B)

FBGZ/l = 174&2/1 T
Ry

Or:

d(Q,/1 A AB) A0 — —
— | =|—===| AAB+02,,{A

dt dt iz

Ry R,

On obtient donc finalement avec une formule de Bour:

ANAB + 251 A
Ry

Ipea/n = Dae2/n + [ at
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En effectuant un produit scalaire par AB de chacun des membres, et en constatant que

571 A (.(22/1 A A_B)) - AB est différent de 0, on en déduit :

Igezjq " AB # Ipep/q - AB

Par conséquent, le champ des vecteurs accélérations n’est pas un champ de vecteurs
équiprojectif. Donc la formule de Varignon ne s’applique pas au vecteur accélération. On ne peut pas
faire la composition d’accélération.

Conclusion

Pour calculer une accélération, on sera obligé de le faire par dérivation. Il faudra donc préalablement
calculer la vitesse correspondante.

7. Bilan

Comment calculer une vitesse ? Méthode classique de résolution cinématique.

Pour résoudre un probléme de cinématique ou pour trouver la vitesse d'un point d’un solide en
mouvement par rapport a un référentiel on adopte souvent la démarche suivante :

Décomposer la vitesse en mouvements élémentaires (rotation ou translation) grace a la relation de
composition des vecteurs vitesses. Par exemple : Viyez /o = Viyesy2 + Vinez/1 + Vie)o

Selon les mouvements élémentaires obtenus :

Si le mouvement élémentaire est une rotation, utiliser la formule de changement de point en
passant par un point appartenant a I'axe de rotation (vitesse nulle sur I'axe de rotation). Par

exemple si 1/0 est une rotation et que A appartient a I'axe de rotation de 1/0 alors : Vye1 /0 =
0+MANQ,

Si le mouvement élémentaire est une translation alors la vitesse est la méme pour tous les
points du solide. On utilise alors la formule de dérivation vectorielle en prenant un point qui
appartient réellement au solide et pour lequel le vecteur position est simple a exprimer. Par
exemple si 2/1 est une translation, P un point appartenant a 2 et 0; un point fixe dans R, alors
Voo o = |4%F

Pe2/1 [ ot ]R

Si le mouvement est une combinaison de rotation et translation et que I'on ne peut pas les
décomposer on cherche un point du solide pour lequel on peut trouver la vitesse par
dérivation vectorielle (attention aux conditions d’appartenance) ou un point pour lequel la
vitesse est donnée puis on utilise la relation de changement de point. Par exemple si je connais

la vitesse de B € 3 pour le mouvement de 3/2 alors je peux déterminer Vyez/, = Vges/n +

MB A 13/, . Je peux utiliser la composition des vecteurs angulaires pour (23 /.
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Vous devez étre capables de :

- Déterminer la trajectoire d’'un point appartenant a un solide par rapport a un autre.
- Modéliser le comportement cinématique d’'un point appartenant a un solide.
- Déterminer I'accélération en un point.




