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Modélisation locale des actions mécaniques

Une grande partie des actions mécanique peuvent facilement étre modélisée par une force ponctuelle
s’appliquant en un point connu. Cependant lorsque la force est engendrée par une pression sur une sur-
face elle ne peut pas directement étre modélisée par une force ponctuelle. Un passage par la modélisation
locale est alors nécessaire.

1. Modélisation des actions mécanique de contact
1.1. Passage du point de vue local au point de vue global

Point de vue global : 11 s’agit du point de vue que nous avons supposé jusqu'a présent. Le torseur des

actions mécaniques de (K) sur (S) noté {Ti_s} résulte de I'ensemble des actions mécaniques des forces
élémentaires linéiques, surfaciques ou volumiques de (K) sur (S).

Forces de dépression

Exemple : action de l'air sur l'aile d’un avion

Les forces élémentaires (ou locales) de la pression de Fmr—»mf e
l'air (petites fleches) sur l'aile d'avion créent une force -

globale, appelée portance, qui permet de soulever
I'avion. On peut s'apercevoir que sous l'aile, une pres-
sion est créée, alors qu'il s’agit d'une dépression au-des-
sus.

Forces de pression

Point de vue local : Soit une action mécanique de (K) sur (S) décrite au niveau local par un ensemble
continu de forces élémentaires, sur un domaine D linéique, surfacique ou volumique.

Soit M un point courant de D ou s’exerce une force et A un point ou I'on souhaite exprimer le torseur
de I'action mécanique de (K) sur (S).

Chaque force élémentaire est modélisée par un pointeur (M, dfy_,s)-

Le torseur élémentaire de 'action mécanique de (K) sur (S), s’exprime en M par un glisseur :
{Tl(el%m — {deﬁS}
0 Jm
Soiten A:

{mey = {_qdf paai }
AM A dfis)
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Passage du local vers le global :

Pour passer du modele local au modéle global, il faut « sommer» les actions élémentaires, pour tous
les points M de la surface D.

Le torseur global de 'action mécanique de (K) sur (S) s’exprime alors par :

- ( f de—>S 1
Rk
ea={2) | v
AK->S A AM/\ de—>S
VMED A

Remarques :

e Important: Le torseur global ne peut étre déterminé qu’en un point fixe du solide.
e Au point de vue globale, 'exemple de la pince Schrader donne

. 7 - r=e— Y = Y - =
e Afin de déterminer Rg_,s et My g, il reste a exprimer ce que vaut dfy_,s.

1.1.1. Détermination des forces élémentaires

Les forces élémentaires usuellement notées df résulte du produit d’'une charge linéique, surfacique
ou volumique avec un élément d’intégration, respectivement linéaire, surfacique ou volumique.

Vous avez a votre disposition un mémo de quelques pages afin de déterminer les éléments d’intégra-
tion en fonction du systeme de coordonnée et de la dimension de la charge (linéaire, surfacique ou volu-
mique).

1.1.2. Application pour des solides a une dimension

On considere des poutres soumises a des charges linéiques. On note 1 la poutre et 2 la charge.

Pour chacun des cas suivants :

Q.1. Déterminer le torseur des actions mécaniques globales en O de la charge sur la poutre.
Q.2. Déterminer le centre de poussée P, c’est-a-dire le point tel que Mp,_,; = 0.

Q.3. En déduire le modele global équivalent en complétant le schéma de droite.
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Cas 1 : modeéle local :

q (N/m)

q(x)=q

Modele global

L

\_‘f: =<

X
*¢Irv'4 ¢ ** ; & 5 >
ji—r M(x) \ {/1 “\. |
|
Cas 2 : modéle local : q(x) = a.x +b Modéle global
(a et b sont a déterminer) !
: - -l
r= - y
YA :
Qmeax ? _\\\"] X
0~ AT T +— " & - >
" Y & ‘ l l v T T3+ 5 //1 \"'\
Y o
Cas 3 : modele local : q(x) = q Modéle global
YA\ y
q 3 1
1 *\ \\‘ M(B
~. \\ ‘\ : i \5
0 ___\\\"‘:\\\:\ ,’ '?\,e_ ” W//(// o R ~
N\ LN At o
A7 o > < >
S~ Pt
Cas1:
1) Le torseur élémentaire est: {T¥/§™} = { fa-1 } avec dmy ;57 = 0
dmy 251 M
Déterminons df,_,; : df,,; = —q dx y

Déterminons dmg ,_,; afin d’exprimer le torseur élémentaire en O :

dmolz_)l = de'2_>1 +0—1\Z/\df2_)1 = 6+x}_€)/\ _q dx:)_; = _qx dxi)

Fps
Le torseur global s’écrit: {7,_,,} = { 21

0,2-1

L
F2—>1:fdf2—>1=J —qu}7=—q37f
0 0

} ,avec:
)

L
dx =

N

—qlLy
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v —_— L - - L - xz t qu -
Mpoq =Jdm02_,1 =J —qxdxzZ = —qu xdx=—qZ|=—| =——
’ ’ 0 0 2|, 2
—qLy
{Tpo1} =9 ql?
-——7Z
2 Jo
2) Oncherche P de coordonné x,, tel que Mp,_,; = 0:
—_— — —_— e _— qLZ N N N
Mp351 =0=Mp3,1 +POAF, = 5 + (=xpX)A—qLy
qL’
=>0= —T-}‘qul,:)Xp :E

3) Ainsile modele local est équivalent a une force s’appliquant au point P avec x,, = 3

G ={7% y }

Cas2:

. . dfo .

1) Le torseur élémentaire est: {7;?/4™ —{ fa-1 } avecdmpy ,5; =0
dmpyz51),,

Déterminons dmz {Q (Qoglj f’gax =>q(x)=— %x + Qmax
—q(x) dx 37}

Te_l)em:{
=7

Déterminons dm, ,_,; afin d’exprimer le torseur élémentaire en O :

dmg 51 = dMyr 51 + OMAdfyyy =04+ xXA—q(x)dxj = —q(x)x dx Z

_—
F2—>1

Le torseur global s’écrit: {7,_,,} = { } ,avec :
Moz51),

L
- -z L - - L Qmaxxz - QmaxL -
Fpui= | dfzer = —q(x)dxy=-y | q(x)dx =— _T+ QmaxX| ¥ = _Ty
0 0 0
L %3 21t 12 12
Vo = [ gz = [ ~awyaxz = - [- InaxX_ | Onex ] = [_ Inaxl” | Qe ]z
0 0
- _ QmaxLZE
6
QmaxL -
{:TZ—>1} = Q LZ
max -
6 /o
2) Oncherche P de coordonné x,, tel que Mp,_,; = 0:
QmaxLz QmaxL -

Z4+ (—xpX) A —

Mp 1 = 0= Mo2-1 + POAF,L, =—
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QmaxL2 =3 QmaxL
=>0= —TZ + Xp 2
L
= Xp = §
3) Ainsile modele local est équivalent a une force s’appliquant au point P avec x,, = é :
_ QmaxL }—;
{TZ—>1} = 2
0 P
Cas3:
1) Le torseur élémentaire est: {T¥/§™} = { fa-1 } avec dmy ;57 = 0
dmy 251 M
Déterminons df,_,; : df,,; = —qdle;, = —qRdf e;
{Tzelelm — {—quQ e_r}
0 M

Déterminons dmg ,_,; afin d’exprimer le torseur élémentaire en O :

dmolz_)l = de,2—>1 + W A df2—>1 = 6 + Te—r)/\ _qug e—r) = 6

Le torseur global s’écrit : {T,_,;} = {szl} ,avec:
0 Jo
F,q = f dfy, = —qudBe_r' = —qudQ (cosO X +sinfy)

s s
= —qR <f cos6do x + f sin6 d6 )7> = —qR[—cos0]fy = —2qRy
0 0

-

Ty} = {‘zgRy }0

2) Oncherche P de coordonné x,, tel que Mp,_,; = 0:

Mpy51 =0=Mpy1
3) Ainsile modéle local est équivalent a une force s’appliquant au point O :

{T5-41) = {—2§R)7}

)

(]
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1.2. Cas de I'action d’un fluide sur un solide
Prenons I'exemple de I'action de la pression P d'un fluide (huile ou air) sur
le piston d'un vérin. On suppose cette pression constante.

Localement en un point M de surface du piston, en supposant que le fluide
est parfait, le fluide applique une force élémentaire sur le piston :

—p.dS.n

—_—
dffluldeqplstlon =

Cette force élémentaire estlogiquement orientée en sens inverse de la nor-
male, d'ou le signe « - ».

L'action mécanique exercée par le fluide sur le piston est répartie sur toute
la surface utile de ce dernier.

Le torseur de l'action mécanique globale du fluide sur le piston s'écrit :

(- | pass )
T o _ Rfluldeaplstlon _ VMES
{ fluldeaplstlon} - - _
My frude—pistion A — f AM Ap.dS.n
VMES A

Calcul de la résultante :

Hypotheéses :

- la pesanteur g est constante en tout point.
- lamasse volumique p est constante en tout point.

La résultante globale est :

Rflulde—mlstlon == J p-d5-7l

VMES

Comme p et 71 sont constants sur la surface, on peut les sortir de l'intégrale :

Rflulde—>plstlon =P f ds |n
VMES
Soit
Rflulde—)plstlon =-p.S.n

t extension

sortie
d'huile

cylindre

piston

arrivée
d'huile
sous pression

vérin hydraulique
a double effet
(mouvement d'extension)
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Calcul du momenten 4:

MA,flulde—»pLstlon =- f AM Ap.dS.n
VMES

Des considérations de symétrie aménent logiquement (et cela se vérifie aussi par le calcul, les mo-
ments se compensant deux a deux) a voir que ce moment est nul s'il est calculé en un point de 1'axe du
piston.

Pour tout point P de I'axe de symétrie du piston on a donc :

ol

MP,flulde—mlstlon
Conclusion
Le torseur de l'action d'un fluide a la pression P sur un piston s'écrit donc
—p.S. 1
o
0

{g}luideﬁpistion} = {

VMEaxe du piston

R o
e n estle vecteur unitaire normale au plan
e S représente la surface utile du piston

Attention aux unités: 1 Pa = 1 N/m?et1bar = 10° Pa.

2. Modélisation des actions mécanique a distance

Les actions mécaniques a distance peuvent étre de plusieurs types : actions massiques (s'exercant sur
tout élément matériel), actions électriques (s'exercant sur tous les porteurs de charge) et actions magné-
tiques.

Prenons le cas de I'action de la pesanteur sur un solide (S) de masse m.

Tout corps matériel crée autour de lui un champ
d'attraction proportionnel a sa masse appelé « champ
de pesanteur ». Sur Terre, seul le champ d'attraction
créé par la Terre elle-méme est significatif. Il en ré-
sulte que toute matiere plongée dans un champ de pe-
santeur est soumise a une action « attractive » dont
l'intensité est proportionnelle a la masse et a l'inten-
sité du champ de pesanteur (la norme de g). L'action
de la pesanteur s'applique a chaque particule de ma-
tiere.

On représente |'effet de la pesanteur au niveau local par le pointeur (M, ﬁ) s'exercant sur un petit
élément de volume dV, situé au point M. On appelle p la masse volumique (en kg.m~3) du matériau con-
sidéré.
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On a alors:
df = G.dvV = pg.adv

Le torseur de l'action de la pesanteur sur (S) en un point A s'écrit alors :

f pg.dv
Rpesanteur—>5 VMED
{%esanteur—ﬁ} = = .
MA,pesanteur—>S A f AM/\pQ’_ A%

VMED A

Calcul de la résultante :

Hypotheses :

- lapesanteur 5 est constante en tout point de S.
- lamasse volumique p est constante en tout point de S.

La résultante globale est donc :

Rpesanteur—»S = f Pﬁ- dv = p§ f av = ng = mg
VMES VYMES

Cette résultante s'appelle le poids et est généralement notée P.

Calcul du momenten 4 :

MA.pesanteur—ns = J AM Apﬁ. dVv = j AMpdV /\g
VMES VMES

Or le centre de gravité G est défini par:

fmdm=6= fm.pdv=6
VMES VMES

—

-
Ainsi MG,pesanteur—>S = 0.

Conclusion : Sous les hypothéses de pesanteur et masse volumique constantes, le torseur de l'action
de la pesanteur sur un solide () s'écrit donc, en son centre de gravité G :

mg}
G

{:Tzvzesanteurﬁs} = { 6

2.1. Détermination du centre de gravité d'un solide

2.1.1. Définitions
Le centre de gravité du solide S est le point pour lequel I'action mécanique de la pesanteur se résume
a un glisseur :

GM.dm =0
VMES
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Le centre d'inertie d'un solide S est le point G tel que, pour un point O quelconqueet M € S :

m.0G = fW.p.dV= fm.dm

VMES VMES
Remarques importantes :

e Sile champ de pesanteur est uniforme, centre d'inertie et de gravité sont confondus, ce qui
sera toujours le cas en SI.

e Sile solide S possede un élément de symétrie (plan, axe ou centre), le centre de gravité, ou
centre d'inertie, appartiendra forcément a cet élément de symétrie.

e La définition du centre d’inertie revient a :

—

1 —_—
0G =— f OMdm
m
YMES
e Silamasse volumique du solide est constante (isotrope), on peut simplifier 'expression de la
maniére suivante :

Sile solide a deux dimensions
Si le solide est en 3 dimensions
(1 dimension négligeable devant les 2 autres)

0G == oMdS 0G =—= omMdv
5 | v,|

VMES VMEeV

2.1.2. Application pour un solide

Q.4. Déterminer la position du centre de gravité d’'un quart de disque homogéne de rayon R et d’épais-
seur e, négligeable devant R.

On cherche la position du centre de gravité 0G dans le cas d’une piece qui

7Y peut étre modélisée en 2D (I'épaisseur étant négligeable).
TR?
1 S=7
0G =- J OMdS avec < __, R
S viles OM =re,
O X dS = rdrdf

—_— 4 2 N
OG=W_U7‘ drdf e,

e, n'est pas un vecteur constant, il faut donc I'exprimer dans la base fixe (X, )

—_—

4
0G = Wff r2drd6 (cos @ X + sin 0 y)

4 4 (13" T " 3
= —ff 2drdf (cos 0% +sin@y) = —| |=| [sin0]2%+ |=| [-cos8]?y
4 R3 N R3 - 4R , > >
=L (Ea-0i+20+17)=2G +7)
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2.1.3. Centre de gravité pour un ensemble de solide

Soit un ensemble S de n solides de masse totale m, tel que S = Y.}}_; Sk.
Soit G le centre de gravité de cet ensemble. @ |
G S

Ona:

Or

de = mROGk
VMESy

Ainsi, pour déterminer la position du centre de gravité G d’'un ensemble de solides :

n
mO—G) = 2 kaGk
k=1

2.1.4. Application pour un ensemble de solide

Q.5. Déterminer la position du centre de gravité du solide suivant constitué de trois plaques rectan-
gulaires homogenes d’épaisseur e, de longueur L et de largeur h. Chaque plaque a une masse notée
m. L’épaisseur e est négligeable devant les autres grandeurs.

Plaque 1

Plaque 2

Xs

Plaque 3

A partir des symétries de chaque plaque, on peut déduire :

ogr b o b
( 1=3X Y T5%
06, =23
z—zx
0G L*+h*+h*
3T TRY T
D'oll: 3m0G = ¥}, m0Gy = 0G =3 (06, + 0G, + 0G;) = 0G ==%+%7




