I. Application linéaire canoniquement associée a une matrice

Chapitre 26 : Matrices et applications linéaires

Dans tout le chapitre, E, F et G sont trois [K-ev de dimension finie.

I. Application linéaire canoniquement associée a une matrice

I.1. Définition

Soit p, n deux entiers naturels non nuls. On peut identifier K¥ a .#,1(K) grace a I'isomorphisme

X1
€ Mp,1 (K). De méme on identifie K" a .4, (K).
%
Définition I.1. Si A€ ./} ,(K), on peut donc définir I'application :

KP — K"
YAt x L Ax

On appelle ¢ 4 application linéaire canoniquement associée a A.

Proposition I.1. Pour toute matrice A € My, (K), lapplication ¢ 4 est linéaire.

I.2. Noyau et image d’une matrice

Définition I.2. On appelle noyau de A € .4, ,(K), noté ker(A) le sev de KP:

ker(A) =ker(p4) ={X e KP | AX =0,}.

RemarqueI.1. Le noyau d'une matrice n’est jamais vide. Le vecteur nul est toujours dans le noyau.

Définition I.3. On appelle image de A € ./, ,(K), notée Im(A) le sevde K" :
Im(A) =Im(p4) ={Y e K" | IX e KP, Y = AX}.

Le rang de A est 'entier : rg(A) = 1g(¢p 4) = dim(Im(A)).

Proposition L.2. Soit A€ My, ,(K) et Cy,...,Cp € K" ses vecteurs colonnes

1. Im(A) =Vect(Cy,...,Cp).
En particulier, le rang de A est égal au rang de la famille de vecteur Cy, ..., Cp.

2. dim(ker(A)) < p etrg(A) <min(n, p)
3. rg(A) +dim(ker(A)) = p.

I.3. Opérations élémentaires, noyau et image

Proposition 1.3. Soit A€ 4y, (K).

Im(A).
3. Onarg(A) =rg(B) =1g(C).

Méthode. 1. Pour déterminer une base de ker(A) on échelonne le systéme AX =0,,.
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1. SiBe€ My, (K) est obtenue a partir de A en faisant des opérations élémentaires sur les lignes, alorsker(B) = ker(A).

2. Si C € Mp,p(K) est obtenue a partir de A en faisant des opérations élémentaires sur les colonnes, alors Im(C) =

PCSI2 -2023/2024
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2. Pour obtenir des équations de Im(A), on échelonne le systtme AX = B : on obtient alors des équations sur les
coordonnées de B pour que le systéme soit compatible.

3. Pour déterminer le rang d'une matrice A, on effectue le pivot de Gauss pour se ramener a une matrice échelonnée
et on compte le nombre de pivots de celle-ci.

Proposition 1.4. Soit A€ My p(K). Alorstg(A) = rg(AT).

Remarque I.2. C’estdire d'une autre facon qu’'on peut faire le pivot de Gauss sur les lignes ou sur les colonnes pour trouver
le rang de A.

I.4. Systémes linéaires (bis)
On rappelle qu’un systéme linéaire peut se mettre sous forme matricielle AX = B ol A € .y, () est la matrice des

coefficients du systeme et B € .4, 1 (K) est le second membre.

Définition I.4. Le rang d'un systéme est égal au rang de sa matrice.

Proposition 1.5. Soit A€ 4y, (K).
1. Lerangde A est égal au nombre d’inconnues principales du systeme AX = 0,,.
2. Lesysteme AX = B est compatible ssi B € Im(A).
3. SiBeIm(A) avec AXy = B. Lensemble des solutions de AX = B est:

Xo +ker(A) = {Xo + Xy, Xp € ker(A)}.

En particulier, si B = 0y, alors I'ensemble des solutions est un sev de KP de dimension p —rg(A), qui est le nombre
de parametres du systeme.

II. Des applications linéaires aux matrices

I1.1. Matrice d’'une famille de vecteurs dans une base

Définition II.1. Soit 98 = (ey,..., e,) une base de E et (x1, ..., Xp) une famille de vecteurs de E. La matrice de (x1,..., Xp)
dans la base % est la matrice Matg(x1,...,Xp) € My () dont la j-ieme colonne est formée des coordonnées de x;
dans la base 4.

n
Autrement dit, si pour tout j € [1, p], on décompose x; = Z m;je;, alors Matg(xy,..., Xp) = (m;;) sisn .
i=1 =i=p

Proposition II.1. Soit & une famille finie de vecteur de E et % une base de E. Alors rg(¥) = rg(Matg (F)).

II.2. Matrice d'une application linéaire dans une base

Définition I1.2. Soit %Bg = (ey, ..., e,) une base de E et Br = (f1,..., fn) une base de F. Soit f € Z£(E, F). La matrice de
[ dans les bases % et Br, notée Matg, 5. (f), est la matrice dont les p colonnes sont les coordonnées des vecteurs
f(e1),..., f(ep) dans la base %Br.

n
Autrement dit, Matg,, g, (f) = Matg, (f(e1),..., f(ep)) = (mij)llsisn avec pour tout j € [1, p], f(e;) = Z m;i; fi.
<jsp i=1

Remarquell.l. Si E = F et on prend la méme base 28 au départ et a I'arrivée, on note en général Matg(f) la matrice
obtenue.
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Proposition II.2. Lapplication :
Z(E,F) — M, p(K)
f —  Matg, g (f)
est un isomorphisme. En particulier, dim £ (E, F) = np.
Si A€ Mn,p(K), on dit que @~ 1(A) est lapplication linéaire associée a A dans les bases By, et .

(O

PropositionI1.3. Soit f € £L(E,F),x€eEetyeF.Ona

¥y = f(x) < Matg,(y) = Matg, g, (f) Matg, (x).

Remarque I1.2. Ainsi, pour trouver les coordonnées de f(x) dans la base %, il suffit de multiplier les coordonnées de x
dans la base %8 par M.

Proposition I1.4. Soit f € ZL(E,F) et g € Z(F,G). Prenons Bg, Br et B¢ des bases de E, F et G.

Matgz, 2. (g° f) = Matg, 2. (8) Matg, %, (f).

En particulier, f est inversible ssi Matg,, g, (f) est inversible et alors Matg, s, (ffl) =Matg, %, (f)fl.

Théoréme I1.5

Soit A€ M, (K). On al'équivalence entre :
1. A estinversible.

@ 4 est un isomorphisme.

ker(A) ={0,}.

Im(A) =K".

rg(A) = n.

SN N

6. La famille des colonnes (Cy,...,C,) de A est libre.

On dit alors que le systeme AX = B est de Cramer.

Corollaire I1.6. Soit ¥ une famille finie de vecteurs de E. & est une base de E ssi Matg () est inversible.

Corollaire I1.7. Soit A€ 4, (K).
1. S’il existe B € 4, (K) telle que BA = I, alors A est inversible et A'=B.
2. Slilexiste C € M (K) telle que AC = I,,, alors A est inversible et Al=cC.

Proposition I1.8. Une matrice triangulaire est inversible ssi ses coefficients diagonaux sont non nuls.

I1.3. Exemples

Définition I1.3. Soit (ej, e2) la base canonique du plan et 8 € R. La rotation d’angle 6 centrée en I'origine est 'endo-
morphisme de R? défini par :

rg(e1) = cosfe; +sinfe;
rg(ez) = —sinfe; +cosfey

6 —sinf
En particulier, Mat(elyez)(re):(COS sin )

sinf cos@
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On considere E de dimension 7.

Proposition I1.9. Soit A € K. Pour toute base % de E, on a

Matg(hy) = A1,

Proposition I1.10. Soient F et G deux sev supplémentaires de E de dimensions r et n—r. Soient Br une base de F, B¢
une base de G et B = (Br, B¢) la base de E correspondante.

Ir 0r><(n—r)
O(n—ryxr —In—y

I Orx(n-r)

Matg (I1gg) = Otnor, 0
n—r)xr n—-r

, et Matg (sgg) =

II.4. Changement de bases

On a Matg (idg) = I, mais Matg g (idg) n'est pas la matrice identité si 28 et %' ne sont pas les mémes.

Définition I1.4. Soient 28 = (e, ..., ep) et B = (e’l,...,e'p) deux bases de E. La matrice de passage de la base 98 a la
base &’ est la matrice Pg/ = Matgy g (id).
Autrement dit, les colonnes de Pgl sont les coordonnées des vecteurs de &’ dans la base % : Pgl =Matg (4.

! ! _1 !
Remarque I1.3. La matrice Pg est inversible et (Pg ) = Pg, car Pg Pg = Matg g(idg) Matg g (idg) = Matg (idg) = 1.

Proposition IL.11. Soit x € E. On note (x1,..., Xp) ses coordonnées dans la base 9 et (xi, . x;,) ses coordonnées dans la
base B'. Alors
x1 x]
_ p%#
=P

Xp xp

Théoréme I1.12

SoientBBE,%é deux bases de E et %p,%} deux basesde F et f € £(E, F). Notons P = ng etQ= Pﬁ;. Alors

Matg: o (f) = Q' Matg,, g, (f)P

Remarque II.4. En particulier, si f € £ (E) et 98,98’ sont deux bases de E avec P = Pg, alors Matg (f) = P~ Matg(f)P.

Définition IL.5. 1. Soient A, B € .4y, (K). On dit que A et B sont équivalentes s'il existe P € GL,(K) et Q € GL,(K)
telles que B = QAP.

2. Soient A, B € ./,(IK). On dit que A et B sont semblables s'il existe P € GL, () telle que B= P"L AP.

II.5. Les différents rangs

Théoréme I1.13

Soit f € £(E, F), 9B une base de E et B une base de F.

1g(f) = rg(Matg, g, (f)).
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Proposition I1.14. Soient A€ My, (K), B € M), 4(K), C € GL,(K) et D € GL, (K).
1. r1g(AB) = min(rg(A),rg(B));
2. 18(AD) =1g(A) =1g(CA).
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