I. Généralités

Chapitre 28 : Séries numériques

I. Généralités

I.1. Définitions

Définition I.1. Soit (¢4;,) en € KN une suite numérique.

n
o La série de terme général (i1,,) est la suite (S;),en définie par: VneN, S, = Z uy. On note cette série Z U, ou
k=0
encore Y uy.
n=0

e Les S, sont les sommes partielles de la série.

+00o
¢ On dit que la série converge lorsque la suite des sommes partielles converge et on note alors : Z Up =
n=0

N

lim ) u,.On appelle cette valeur la somme de la série.
N—+o0 n=0

« Sila série ne converge pas, on dit qu’elle diverge.

Déterminer la nature d'une série c’est déterminer si elle est convergente ou divergente.

I.2. Premiers exemples

Définition I.2. On appelle série géométrique une série de terme général (a”) ,en pour un certain a € K.

Théoréeme I.1
+00 1
Soit a € K. La série géométrique Z a" converge si et seulement si |a| < 1. Dans ce cas, Z a = -4
-a
n=0

z" .
Définition I.3. On appelle série exponentielle une série de terme général (—') pour un certain z € K.
') neN

Théoréme 1.2
Zn +o00 N
. L . z" 2
Soit z € K. La série exponentielle ) 7 converge et 112=:0 =

L.3. Premieres propriétés
Proposition 1.3. Soitz Uy etZ vy, deux séries convergentes et a, B € K. Alors la série Z(a un + Bvy) convergeet:

+o0o +00 +00
Y (aup+Pvi)=a) u,+pf ) vp.
n=0 n=0 n=0

Remarque I.1. Attention, la réciproque est fausse!! Il faut donc toujours faire attention lorsqu’on casse une somme en
deux a vérifier que chaque terme converge.

Proposition 1.4. Deux séries qui ne different que d'un nombre fini de termes ont la méme nature.
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II. Séries a termes positifs

Définition I.4. Soit Z u, une série convergente. Pour tout p € N, Z up est une série convergente. On note Ry, =
nzp+1
+00
Z up le reste d’ordre p de la série.
n=p+1

Lemmel.1. Soitz U, une série convergente. Alors
1. Vvn=1,u,=Ry_1—Ry.
2. Ry 0.

n—+oo

Théoréme 1.5

Soit Z u, une série convergente. Alors (u,) converge vers 0.

Remarque I.2. Attention, la réciproque est TRES fausse!!

1
Proposition 1.6. La série harmonique ) — diverge.
n=1

Définition I.5. Si (u,) ne converge pas vers 0, alors on dit que la série )  u, diverge grossierement.

Théoréme 1.7

Soit (uy) € KN. La suite (u,,) converge si et seulement si la série Z(unH — uy) converge.

II. Séries a termes positifs

Dans ce paragraphe, les termes généraux des séries sont a valeurs dans Ry .

II.1. Critéres de convergence

Théoréme I1.1

Soit Z u, une série a termes positifs. Alors la suite des sommes partielles est croissante.
En particulier, la série converge si et seulement si la suite de ses sommes partielles est majorée.

+00
+00, et on s’autorise a écrire Z U; = +o0o.
n=0

RemarqueIl.1. Sila série diverge, alors S,

n—+oo

Théoreme I1.2

Soitz Un etz vy, deux séries a termes positifs. On suppose qu'il existe Ny € N tel que : Vn = Ny, un < vp,.
1. Si Z v, converge, alors Z u, converge.

2. Si)_upy diverge, alors )_ v, diverge.
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II1. Séries absolument convergentes

+00 +00
Remarque I1.2. Si Ng=0et) v, converge, alorsonadeplus, ) uy < ) vy
n=0 n=0

Théoréme I1.3

Soit (uy,) et (v,) deux suites positives telle que u, ~ v,,. Alors les séries Z Uy etz v, ontla méme nature.

II.2. Comparaison série-intégrale

1
Définition I1.1. On appelle série de Riemann une série de la forme Z — aveca eR.
nx=1

Théoréme I1.4

. 1 . .
La série Z —; converge si et seulement sia > 1.
n=1

Méthode. e Sia>1etn®u, — 0, alors Z U, converge.

e Sia<1etn®u, — +oo,alors )_ u, diverge.

Théoréme I1.5

Soit f: [0, +oo[— R4 une fonction continue et monotone.

» Si f est croissante alors :

n n n+1
VneN, f fde< ) fk) sf f(ndt.
0 k=1 1

* Si f est décroissante alors :

n+l n n
vaneN, f f(ndr< Zf(k)sf f(ndt.
1 k=1 0

Remarque I1.3. Plutdt que de savoir par coeur le théoréme précédent, il faut plutdt savoir retrouver ces encadrements
dans des cas particuliers, comme on a fait pour les séries de Riemann.

III. Séries absolument convergentes

Définition III.1. On dit qu'une série numérique Z u, est absolument convergente sila série Z |u,| converge. On dit
alors que la suite (u,) est sommable.

+00
RemarqueIIl.1. ¢ On pourra noter Z |up| < +oo lorsque la suite (1) est sommable.
n=0

» Les résultats du paragraphe précédent s’appliquent toujours a la série Z [Unl.

Théoréme II1.1

+00
2 Un

n=0

Soit (uy) une suite numeérique. Si Z u, converge absolument, alors Z u, converge. De plus,

+00
= Z lunl.
n=0
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II1. Séries absolument convergentes

Remarque II1.2. Attention, la réciproque est fausse!!

Théoreme II1.2

Soit Z u, une série numeérique et Z v, une série a termes positifs. Si u, = O(vy) et Z v, converge, alors Z u, est
absolument convergente.
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