I. Produit scalaire

Chapitre 29 : Espaces préhilbertiens réels

I. Produit scalaire

I.1. Définition

Définition I.1. Soit E un R-espace vectoriel. Un produit scalaire sur E est une application :

- { ExE — R
) - xp
vérifiant les quatre propriétés suivantes :
1. bilinéarité: Vx,y,z€ E, VA, LR, (Ax + uy, z) = A(x, 2) + u(y, 2) et (z, Ax + py) = Az, x) + iz, y)
2. symétrie: Vx,y € E, (x,y) = (), X)
3. positivité: Vxe E, (x,x) =0
4. séparation / définie positivité : Vx e E, (x,x) =0= x =0g.

On dit alors que le couple (E,(:,-)) est un espace préhilbertien réel. Lorsque E est de dimension finie, on 'appelle
plutot un espace euclidien.

Remarque I.1. On peut aussi voir la notation (x|y) ou bien x - y pour le produit scalaire.
1.2. Exemples
Proposition L.1. Lapplication (-,-) :R" xR" >R qui a x = (x1,..., %) et y = (J1,..., Yn) associe:
n
5y =Y xiyi
k=1

est un produirt scalaire sur R", appelé le produit scalaire canonique deR".

Remarque 1.2. En identifiant R" et .4}, 1 (R), le produit scalaire canonique s’écrit :

VX,Y €My R), (X,Y)=X'"Y.
Proposition 1.2. Lapplication {:,-) <"(la, b],R) x %0([61, b],R) — R définie par :

b
vf,ge € (a,bl,R), (fg) =f Fgnde

est un produit scalaire.

Proposition I.3. Lapplication {-,-) : 4, (R) x 4, (R) — R définie par :
VA,Be .ty[R), (A B)=tr(A'B)

est un produit scalaire.

I.3. Norme associée a un produit scalaire

Dans toute la suite, (E, (:,-)) un espace préhilbertien réel.
Définition I.2. L'application

5 B
' { x — Vxxn
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II. Orthogonalité

est appelée norme associée au produit scalaire.
Un vecteur x € E est dit unitaire si || x| = 1.
La distance entre deux vecteurs x, y € E estle réel d(x, ) = | x - y|.

Proposition 1.4. 1. Vx€E, |lxll =0 < x=0g (Clest la séparation de la norme).
2. Vxe E,VAeR, |[Ax| = Al x| (c’est 'homogénéité de la norme).
x4y = 1 + | y|]° + 20 ) et | x = y||P = 1212+ ||y ]| * - 2¢x, 3.

3. Identités remarquables :Vx,y € E, |
4. Formule de polarisation :Yx,y € E, (x,y) = %(||x+ y||2 —lxl® - ||y||2).

5. Identité du parallélogramme :Vx,y € E, | x+ y|* + || x — y||* = 201 %12+ || y|.

Proposition L.5 (Inégalité de Cauchy-Schwarz).
Vx,yeE, x,yl<lxl|y]-

De plus, il y a égalité si et seulement si x et y sont colinéaires.

Proposition 1.6 (Inégalité triangulaire).
Vx,y€E, ||x+yH < |lxll + Hy”

De plus, il y a égalité si et seulement si x et y sont positivement liés, i.e. ssi y = Op ou bien il existe e R, telsquex = 1y.

Corollaire I.7.
vx,yeE, |[lxl-|y[[=]x-y].

II. Orthogonalité

II.1. Vecteurs orthogonaux

Définition II.1. ¢ Soit x, y € E. On dit que x et y sont orthogonaux si (x, y) =0.
¢ Ondit qu'une famille (xy, ..., x,) de vecteurs de E est orthogonale si les vecteurs sont orthogonaux deux a deux :
Vi,je[1,n], i #j=(xi,xj)=0.
¢ On dit qu'une famille de vecteurs de E est orthonormale ou (orthonormée) si elle est orthogonale et tous les
vecteurs sont unitaires.

Théoreme I1.1 (Pythagore)

« Soit x,y € E deux vecteurs. Alors || x+ y||* = x| + || y||” ssi x et y sont orthogonaux.
Yoxl =X lxkll®.
k=1 k=1

e Si(x1,...,X,) est une famille orthogonale, alors

X X
Proposition II.2. Soit (xy,...,x,) une famille orthogonale de vecteurs non nuls. Alors la famille (”—1”,..., T "”) est

X1 Xn
orthonormale.

RemarqueIl.1. Le vecteur nul est orthogonal a tous les vecteurs. Lhypothése de non nullité est donc importante!
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III. Espaces euclidiens

Proposition I1.3. Une famille orthogonale formée de vecteurs non nuls est libre.

II.2. Orthogonal d’'une partie

Définition I1.2. Soit A c E une partie non vide. Lorthogonal de A est 'ensemble :
At ={xeE|Yae A/ a,x)=0}.

C’est'ensemble des vecteurs de E qui sont orthogonaux a tous les vecteurs de A.

Proposition I1.4. Soient A et B deux parties non vides.
1. At est un sous-espace vectoriel de E.

2. Si A=Vect(ey,...,ey), alors
xe At &= Vie[1,n], (x,e;)=0.

3. EY ={0g} et {05} = E.

Proposition IL5. Soit F un sous-espace vectoriel de E. Alors F et F+ sont en somme directe.

III. Espaces euclidiens

On suppose dans ce paragraphe que (E, (-,-)) est un espace euclidien.

II1.1. Bases orthonormées

Définition II.1. On dit qu'une base de E est orthogonale (resp. orthonormale) si c’est une famille orthogonale (resp.
orthonormale).

Proposition III.1. Soit 28 = (ey, ..., e,) une base orthonormale de E. Soit x,y € E.

n
1o x=) (x,e)e;
i=1

2. (x5, yy = (X ey e =(x, ey, en) +---+(x,en)(y, en)
i=1

3 lxll =) Y (xen? =/t en? o+ (x,e0)?
i=1

4. Si X =Matg(x) et Y =Matg(y), alors{(x,y) = XY et lxll=VXTX.

II1.2. Orthonormalisation de Gram-Schmidt

Proposition I11.2 (Procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt). Soit (u1,...,u,) une famille libre de E. 1l existe
une famille orthonormale (ey, ..., ey,) telle que:

Vke[l,n], Vectle,...,ex) =Vect(uy,..., ug)

Méthode. Lapplication du procédé de Gram-Schmidt est algorithmique :

® Onposee; = m

k
. . k+1
e siej,..., e, sont construits, on pose fi+1 = Ug+1 — Z(uk+1,ei)ei et g1 = /i

i3 I fesr]l”
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IV. Projection orthogonale sur un sev de dimension finie

Corollaire I11.3. Soit E un espace euclidien. Toute famille orthonormale de E peut étre complétée en une base orthonor-
male.
En particulier, E admet une base orthonormale.

IV. Projection orthogonale sur un sev de dimension finie

E n’est plus forcément de dimension finie.

IV.1. Supplémentaire orthogonal

Proposition IV.1. Soit F un sous-espace vectoriel de E de dimension finie. Alors E = F & F*.
Le sous-espace F* est appelé le supplémentaire orthogonal de F.

Proposition IV.2. Supposons que E est euclidien et soit F un sous-espace vectoriel de E.
1. dim(F*) = dim(E) - dim(F)
2. (Fh*t=F.

Remarque IV.1. Si F estun hyperplan de E, alors F* est une droite. Donc il existe u € E tel que F* = Vect(x). On dit que u
est un vecteur normal a F, etonaalors F={x€ E | {x, u) =0}.

Proposition IV.3. Supposons que E est euclidien et soit F et G deux sous-espaces vectoriels de E de bases (f1,..., fn) et
(81,...,8p). Alors G = F siet seulement si :

o dim(F) +dim(G) = dim(E)
o V(i,j)e[1,n]x[1,p], {fi,gj)=0.

IV.2. Projection orthogonale

Définition IV.1. Soit F un sous-espace vectoriel de dimension finie de E. On appelle projection orthogonale sur F,
notée pr, la projection sur F parallelement 2 F*.

Proposition IV.4. Soit (ey, ..., e,) une base orthonormée de F. Pour tout x € E

n
pr(x) = Z(x, epe;.
i=1
Proposition IV.5. Soit F un sous-espace vectoriel de dimension finie de E.

Vx,y€E, y=prp(x) < (yeFetx—yeF")

Corollaire IV.6. Si F est un sous-espace vectoriel de dimension finie de E,
1. Vx€E, x—pr(x) € Ft
2. Vx€E, |x|?= ||pp(x) ||2 + ||x— pr(x) H2

IV.3. Distance a un sous-espace
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IV. Projection orthogonale sur un sev de dimension finie

Théoréme IV.7

Soit F un sous-espace vectoriel de dimension finie de E et soit x € E.
Lensemble {|x— |, f € F} est non vide et minoré.
On pose d(x,F) = }nlt; (|- f]) : c’est la distance de x a F.
€
Deplus, |x— ppx)| = d(x,F) et
VfeE|x-f|=dxF) = f=ppx).

Corollaire IV.8. SiE est de dimension finie et F est un sous-espace vectoriel de E, d(x, F) = || pp. (x) .
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