Espaces préhilbertiens réels - Exercices

Exercice 1. Montrer que les applications suivantes définissent des produits scalaires :
Ry[X] xRy [X] — R
(FQ) —  PQM)+P(2)Q(2)+P(3)QEM)

Ro[X] x Rp[X] — R
(PQ) —  P(0)Q(0)+ P'(0)Q'(0) + P"(0)Q" (0)

X xR,[X] — R
1
(PQ) — f P(Q(H(1 - r?)dt
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3. (¢

4, (., 1
RRE 5,8 — fotzf(t)g(t)dt

€1(0,1,R) x €1 ([0,1],R) — R
1
(/.8 ~ [werre

Mp1 R x M1 (R) — R

(X,Y) -~ X'Y
MR x Mp(R) — R

(M N) — a(M'N)

2 « R? — R

(6,1, &,y — 2xx'+xy+xy+2yy

5. ()

6. ()
7. (0

8. ()

Exercice 2. Soit n € N* et ay, ..., a, des réels tous distincts. Pour tout i € [0, ], on note L; le polyndome de R, [X] défini
n X-a; L

parL; =[] L Pour tout P,Q € R,[X], on pose (P|Q) = ¥ P(a)Q(a)).
j=o ai — aj i=0
i#

1. Montrer que (-|-) définit un produit scalaire sur R, [X].

2. Montrer que pour tout i € [0, n] et tout P € R,[X], (L;|P) = P(a;).

3. Montrer que la famille (Lo, ..., L) est une base orthonormée de R, [X].

n
4. En déduire que pour tout P € R,[X], P = Z P(a;)L;.
i=0

5. Soit H = {P eR,[X] | Z P(a;) = 0}. Soit Q € R, [X]. Déterminer d(Q, H).

Exercice 3. Soit E I'espace vectoriel des fonctions de classe ¢ sur [0,1] a valeurs réelles. Soit

B - R
A 1
€ fe = fof'(t)g'(t)dt+f(0)g(0)-

Montrer que c’est un produit scalaire sur E.

2
n n
Exercice 4. Montrer que pour tout (xy, ..., X,) € R”, (Z xi) <n Z xl2
i=1 j=

Pour quels (xy, ..., x,) a-t-on égalité?

1t nn+1)v2n+1
Exercice 5. Montrer que pour toutn =1, Z kVk < ;
k=1 2v3
. - . 1 & n
Exercice 6. Nature de la série de terme général : u;, = ——— .
n2(V2)" iz \ \k

b

1
Exercice 7. Soit a < b deux réels et f : [a, b] — R} une fonction continue. Montrer que fHde f mdt > (b-a).
a a

Etudier le cas d’égalité.
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Exercice 8. Soit E = {f € €(R,R) | f est périodique de période 27}.
1. Vérifier que E est un sev de € (R, R).
B - R
1 2n
.8 - A f(Hgnde

3. Montrer que pour tout n € N, la famille & = (x — cos(kx))p<k<y €st orthogonale.

2. Montrer que (-,-) : est un produit scalaire sur E.

4. E est-il de dimension finie?

Exercice 9. On note E =R, [X].
E> - R

1
(PQ) — flP(t)Q(t)dt'

1. Montrer que (:,-) est un produit scalaire sur E.

Soit (-,-) :

2. Orthonormaliser la base canonique de R [X].

3. Déterminer la projection orthogonale de X* sur Ry [X].

Exercice 10. Soit A€ ./ »(R).
1. Montrer que pour tout X € ./%p,l(lR), ATAX = 0, <= AX=0,.
2. En déduire que rg(A) =1g(A" A).
3. Montrer alors que rg(A) = rg(AT).

Exercice 11. Soit E un espace euclidien. Si v € E, on note ¢, € Z(E,R) la forme linéaire définie par ¢, (x) = (v, x).
1. Montrer que I'application ®: v € E — ¢, € Z(E,R) est un isomorphisme.
2. Soit H c E. Montrer que H est un hyperplan de E ssi c’est 'orthogonal d'un vecteur non nul.

3. On prend E = R” muni de son produit scalaire canonique.
Soit (ay,...,a,) € R” non nul. On pose H = {(x1,...,X) €ER" | a1 x; + -+ + apx, = 0}.
Justifier que H est un hyperplan de R” et donner un vecteur normal a H. Déterminer ensuite la matrice dans la base
canonique de la projection orthogonale sur H.

Exercice 12. On considere R* muni de sa structure euclidienne canonique et F le sous-espace vectoriel de R* défini par
F={(x,yz21) ER | x+y+z+ t=x-y+z—t=0}

1. Déterminer une base orthonormale du supplémentaire orthogonal de F.

2. Ecrire la matrice dans la base canonique de R* de la projection orthogonale sur F.

3. Onprend u =(1,2,3,4). Calculer d(u, F).
Exercice 13. R* est muni de son produit scalaire usuel. On pose u = (1,1,1,0) et v = (1,1,0, 1) et F = Vect(u, v). Déterminer
la matrice dans la base canonique de la projection orthogonale sur F.

1

Exercice 14. Calculer inf (e*—ax—b)%dx.
(a,b)eR2 Jo

Exercice 15. Soit E = ./, (R). Pour tout A, B € E, on pose (A, B) = tr(ATB).
1. Montrer que :,-) est un produit scalaire.
Montrer que pour tout A€ E, tr(A) < Vntr(AT A). Quand a-t-on égalité?
Soit H={M € E | tr(M) = 0}. Justifier que H est un sev de E et déterminer H'.
Montrer que .75 (R) et <7, (R) sont supplémentaires orthogonaux.
Soit M € #,,(R). Calculer le projeté orthogonal de M sur .7, (R).

Soit A€ E. Montrer que inf )" ([A]ij—[S]ij)2=1 Y (Al - [Alj)

€Zn®1<ij<n 4 1<i,j<n

o w

3
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Indications - Solutions

Exercice 1 :

1. Symétrie, bilinéarité, positivité : Facile. Définie positive : Prenons P € Ry [X] tel que (B P) = 0. Alors P2(l) =0, P2(2) =0et
P?(3) =0, donc P a trois racines distinctes. Comme P est de degré au maximum 2, P = Og, x].

2. Symétrie, bilinéarité, positivité : Facile. Définie positive : Prenons P € Ry [X] tel que (P, P) = 0. Alors P(0) =0, P'0)y=0et P"(0) =
0: 0 estracine triple de P. Comme deg(P) < 2, P est le polynome nul.

3. Symétrie, bilinéarité : Facile. Positivité : soit P € R;,[X]. Comme pour tout ¢ € [-1,1], 1 — 2> 0,on a P(t)z(l — t2) > 0, donc
(B P) = 0. Définie positive : si P € Ry, [X] vérifie (B, P) = 0, alors pour tout ¢ € [-1,1], P(1)%(1- %) =0, donc pour tout r €] —1,1],
P(#) =0. P aune infinité de racines, c’est donc le polynéme nul.

4. Symétrie, bilinéarité, positivité : Facile. Définie positive : soit f € € ([0, 1],R) telle que (f, f) = 0. Alors t — 2 f ()2 est une fonction
continue et positive sur [0, 1] d'intégrale nulle : c’est la fonction nulle. Donc pour tout ¢ €]0,1], f(#) = 0. Par continuité, f(0) =0.

5. Symétrie, bilinéarité, positivité : Facile. Soit f € %1(10,1],R) telle que (f,f)=0.Alors t — f (02 + f ()? est continue et positive
sur [0, 1] et d’'intégrale nulle. C’est la fonction nulle. Donc pour tout ¢ € [0, 1], f(t)2 + f’(t)2 =0, donc f() =0.

6. Symétrie:soit X, Y € My (R), (X,Y)=X"Y =(XTY)T = ¥ X = (Y, X). Bilinéarité : facile. Positivité : soit X € ./, 1 (R), (X, X) =
x"x= i xl? = 0. Définie positive : soit X € .4} 1 (R) telle que (X, X) = 0, alors i xlg =0, donc pour tout i € [1,n], x; =0 car

i=1 i=1
tous les termes sont positifs, et X = 0.

7. Symétrie : soit A, B € .4, (R), (A,B) = tr(A' B) = tr((A' B)T) = tr(B" A) = (B, A). Bilinéarité : facile! Positivité : soit A € 4, (R),
n n n
pour tout i € [1,n], (AT A);; = Y A7, Donc tr(AT A)= Y Y A%, > 0. Définie positivité : soit A € ./, (R) telle que (A, A) =
k=1 i=1k=1
Y A?ci = 0. Alors pour tout (i, k) € [1, n]]z, A?k =0 car tous les termes de la somme sont positifs.
ik

8. Symétrie, bilinéarité : facile. Positivité : soit (x, y) € R?, ((x, ), X, 9) = 2x% + 2xy+ 2y2 =2(x+ y/2)2 + y2/2 > 0. Définie positive :
si{(x,y),(x,y)) =0, alors y2/2 =0doncy=0et (x+ y/2)2 =0,donc x=0.
Exercice 2 :
n n
1.« Symétrie:soit PQeR,[X], (PIQ) = Y. P(a;)Q(a;) = Y. Q(a;)P(a;) = (QIP).
i=0 i=0
o Bilinéarité : soit BQ,ReRy[X] et L eR:

n n n
(AP+QIR) =) (AP+Q)(a)R(a)=1)Y P(a;)R(a;)+ Y. Qaj)R(a;) = APIR) +(QIR)
i=0 i=0 i=0

donc (|-) est linéaire a gauche, donc par symétrie elle est bilinéaire.

n
e Positivité : soit P € R, [X], (P|P) = Z P(czi)2 = 0 car tous les termes sont positifs.
i=0

n
« Définie positive : soit P € R,[X] tel que (PIP)=0= ) P(ai)z. Or une somme de nombres positifs est nulle ssi tous les
i=0
nombres sont nuls : Vi € [0, n]]P(al-)2 =0. Ainsi, P a n+ 1 racines. Comme deg(P) < n, P = Og[x].
n
2. Soit i € [0, n] et P € R, [X]. On remarque déja que si j # i, alors Li(aj)=0etL;(a;) =1. Donc (L;|P) = Z Li(aj)P(aj) = P(a;).
j=0

3. . SOitiE[[O,n]], (L;jIL;) =Li(a;) =1;

* Soiti,j€[0,n] aveci# j, (L;ILj)=Lj(a;) =0.

Donc (Lg, ..., Ly) est une famille orthonormée. Son cardinal est égal a n+ 1 = dim(R,[X]), donc c’est une base orthonormée.
n n
4. Soit PeRy[X],P=) (PIL)L; =) P(a;)L;.
i=0 i=0

5. Déja, H est un hyperplan de R, [X] car c’est le noyau d'une forme linéaire non nulle. On remarque de plus que H = Vect(1)*.

1
Puis, Vect(1) a une BON formée du seul vecteur N € Ry;[X]. On calcule le projeté orthogonal de Q sur Vect(1) : p(Q) =
n+
(Q,1/vn+1) ! = zn: Qla;) Puis, on calcule sa norme /(p(Q)|p(Q)) = 1 i Q(a;)
’ v+l 5 n+l’ ’ vn+1|iD "I

Exercice 3 :

1 1
« Symétrie : soit f,g € E, (f, &) :fo f'g' +f0g0) :fo g +gf0 =(gf.
o Bilinéarité : soit f,g,he Eet LeR,

1 1 1
(f+/1g,h):f (Af+g)’h’+(7tf+g)(0)h(0):/1[ f’h’+/1f(0)h(0)+f g W +gO)h(0) = A(f, h) + (g, h
0 0 0

donc on a la linéarité a gauche. Par symétrie, on a la bilinéarité.
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1
o Positivité : soit f € E, (f, f) =/ (f’)2 + f(O)2 = 0 par positivité de I'intégrale.
0

1
« Définie positivité : soit f € E telle que (f, f) = 0. Alors f(O)2 =0 etf (f’)2 = 0 car la somme de deux réels positifs est nulle ssi les
0

deux sont nuls.
Or, la fonction (f’)2 est continue et positive sur [0, 1]. Comme son intégrale est nulle, pour tout ¢ € [0,1], f’(t)2 =0,donc f'(t) =0:
[ est donc constante sur [0, 1]. Comme f(0) =0, f estla fonction nulle.

n
Exercice 4 : On considére le produit scalaire usuel sur R” : pour x = (x1,...,Xn),¥ = (J1,-.., ¥n) € R, {x,y) = Z Xx;¥;i- On applique
i=1

n n
Cauchy-Schwarz a x = (x1,...,xp) et y=(1,...,) e R" :ona|ly| =vn, Ixl = | > xl? et(x, )= x;:
i=1 i=1
n n
I(x, I < lixll|y|| doncen passantaucarré | Y x?|<n Y x2.
i=1 i=1
Exercice 5 : On reprend le produit scalaire de I'exercice précédent en prenant x = (1,2,...,n) et y = (\/I, \/5,..., vn) :ona x| =

n n n
Zkzz n(n+1)(2n+l),||y||: Zk: n(n+1),et(x,y):2k\/%:
k=1 V 6 = V2 =1

i VE < nn+)2n+nn+1) nr+1)v2n+1
k=1 - 12 2V3

Exercice 6 : On utilise le produit scalaire usuel sur R™*!eton applique Cauchy-Schwarza x = ( (n), (n), vy (Z)) ety=(,1,...,1):

(x,y) = i (Z)sllxll [¥] =vVn+1, i (Z):\/n+12’”2.
k=0 k=0

. Par comparaison a une série de Riemann, Z up converge.

Va+iv2"

1
n2(\/§)n n3/2

b
Exercice 7 : On utilise le produit scalaire (f, g) = f f(1)g(t)d défini sur E = € ([a, b],R) (voir cours). On applique Cauchy-Schwarz a la
a

Donc uy <

1 b
fonction f et ? (qui est bien continue car f ne s’annule pas) : ona (f, 1/ f) :[ 1dt = (b—a), donc
a

b b 1
b-a?<|fl? |1/ 2:[ df —dt.
b-a < | fI7rl™= | rode | <o

Exercice 8 :
1. « Lafonction nulle est bien continue et 27-périodique sur R.

e Soit f,g € E et A €R. Lafonction Af + g est continue sur R et pour tout x e R, (Af + g)(x +2m) = Af(x +27) + g(x+27) =
Af(x)+8x)=(Af+g)(x).Donc Af+g€E.
2. o Symétrie : ok.
« Bilinéarité : ok.
 Positivité : ok.
« Définie positivité : soit f € E telle que (f, f) = 0. Alors la fonction f2 est continue, positive sur [0,27] et d'intégrale nulle.
Par positivité de I'intégrale, f 2 est nulle sur [0,277]. Comme [ est2m-périodique, elle est nulle partout.
1
3. Notons g : x — cos(kx). Soit k,¢ € [0, n] avec k # £. On a cos(kx) cos(¢x) = E(cos((k+€)x) + cos((k - £)x)), donc (g, g¢) =
1 27 1 1 1
—f cos((k+0)x)+cos((k—£0)x)dx = —( 7

47 Jo 4m k+¢
Donc la famille est orthogonale.

[sin((k + [)x)]%” + [sin((k — l)x)]%” =0, le calcul ayant un sens car k # £.

4. Pour tout n € N, on a donc une famille libre de cardinal n + 1 dans E. Donc E ne peut pas étre de dimension finie!
Exercice 9:
1. o Symétrie : ok.
o Bilinéarité : ok.
 Positivité : ok.

o Définie positivité : soit P € E tel que (B, P) = 0. Alors la fonction ¢ — P(#) est continue, positive et d’'intégrale nulle sur
[-1,1]. Par positivité de l'intégrale, V¢ € [-1,1], P(¢) = 0. Donc P a une infinité de racines : c’est le polynéme nul.
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2. Posons Py =1, P; = X et P, = X2.
1
* 1Pl =v2,donc Qo= —;
@=7
1
D (PO,Pl)zf tdt = 0 par imparité;
-1

1 2 \/g
. ||P1||2:f Pdi=2, donc =2
— f
P P>‘[ 2dr = 2 et (Py, Py) = 0, donc on pose § —(Po, P2) _x2_L
0.P2)= | =3 1,P2) = p 2 =P O'2||P||2 3
A2 2 2 _ 4 2[ f 2 4 2 3\/— 1
. = 2-1/32dt=| *de-=| £de dr=2-2 _donc Oy = 21,
||Q2|| ﬁl( ) j;l - + = : 9 T onc Qy = —2\/_( 3)
3. Notons p la projection orthogonale sur Ry [X] : p(X*) = (X*,Q0)Qo + ¢X*, Q1) Q1 + (X*, Q2) Q2. Or, par parité, (X*,Qy) = 0. Puis,
3\/' 2 2. 85
(X*,Qo) = —et(X4 y= S (o= 2
@ 5v2 Q2 2\/' 7 15 352
Do, pxh =L+ 2(x2-1/3) = ze_i
PEUTETT 35

Exercice 10:
1. Soit X € .41 (R). Si AX =0y, alors AT AX = A" 0, = 0,,. Réciproquement, si A" AX =0, alors X' AT AX =0,.0r X' ATAX =
(AX) T (AX) = (AX, AX) pour le produit scalaire usuel. Donc AX = 0, par définie positivité.
2. Onadim(ker(A' A)) = dim(ker(A)) d’apres la question précédente. Donc d’apres le théoréme du rang, rg(A) = rg(AT A).

3. Déja, rg(AT A) = rg(AT) d’apres les propriétés du rang. Donc rg(A) < rg(AT). Or, en appliquant cette inégalité a la matrice AT,
on trouve rg(AT) < rg((AT)T) =1g(A). D’ou1 I'égalité.

Exercice 11 :

1. e Linéarité:soitu,ve Eet A eR.Soitxe€ E:
DAu+ v)(x) = {(Au+ v, x) = Au, X) + (v, x) = A0 (u) (x) + P(v).

o Injectivité : soit v € ker(®). Alors pour tout x € E, ®(v)(x) = 0, donc (v, x) = 0. En particulier, (v, v) = 0. Par définie positivité
du produit scalaire, v = 0g.
e Comme dim(Z(E,R)) = dim(E) dim(R) = dim(E), ® est automatiquement un isomorphisme.
2. Soit v € E non nul. Supposons que H = vt Alors, @y est une forme linéaire non nulle, donc ker(¢,) est un hyperplan. Or,
ker(py) = {x€E|(v,x) =0} = v’ = H.
Supposons que H est un hyperplan. Alors il existe ¢ € £ (E,R) telle que H = ker(¢). D’apres la question précédente, il existe
ve Etel que ¢ = ®(v). Donc H =ker(p,) = vt

3. Soit v = (ay,...,ay). Alors H = v1.Donc Hestun hyperplan et v est normal a H.

. s .. v aj . .
Notons p la projection orthogonale sur H~. Soit i € [1, n], (e;, v} = a;, donc p(e;) = a-m = s a v. La matrice cherchée est
v as
l
2
ay al ;lg aza) ... apay
aya a, asap ... apap
2
donc:lp——|@mas aaz a3 ... anag|.
: . . .
2
ayan aradn azanp e ap

Exercice 12:

1. Déja, F = Vect((0,1,0,-1),(1,0,—1,0)), donc dim(F) = 2. Son orthogonal est de dimension 2 aussi. Puis, on remarque que u =
1,1,1,)etv=(1,-1,1,—1) sont dans Ft (voir exercice 11). On orthonormalise :

1
e |lull =2, donc on pose e] = 5(1,1,1,1);
e (u,v)=0

1
e |lvll =2, donc on pose ez = 5(1,—1,1,—1).

1 1
2. On peut commencer par la matrice de pg1 : pp1(1,0,0,0) = Eel + 582 =(1,0,1,0), etc... donc Matcan (ppL) = -

(= =
—_ o = O
[ e R
—_ O = O

Puis, Matcan (pg) = I4 — Matcan (ppL).
3. dw,F)=|ppL () ||) =[5e1 — ezl = 1(2,3,2,3)l = V26.

Exercice 13 : On orthonormalise (u, v) :

1
e llul=+v3,donc fi = —(1,1,1,0);
h 7
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e Hh=v-(vuw

11

=(1,1,0,1) - (1 1,L,0)=(5, =

llu || 33’
1

||f2||—\/§+%+§+1—\/_doncfg—(\/_\/_ j_j’_

2 :
—3

On note % = (e, €2, 3, e4) la base canonique et p la projection orthogonale sur F :

1 1
o pley) ={er, )1 +{e1, f2) fa = 5(1, 1,1,0) + E(l’ 1,-2,3) = (2/5,2/5,1/5,1/5)
o ples) =(2/5,2/5,1/5,1/5)

1 2
* ples)=2(1,1,1,0)-1-(1,1,-2,3) = (1/5,1/5,3/5,-2/5)

3
D =—(1,1,-2,3).
ples) 5 ( )
On en déduit la matrice! X
Exercice 14 : On prend le produit scalaire : (f, g) = f fg sur E = € (R,R). On veut projeter f : x — e* sur R; [x]. On orthonormalise :
0

e1:x— letey:x— x.Onobtient fi : x— 1et fo : x — 2v/3x—+/3. Puis on projette : p(f)(x) = (f, fi) LX) +{f, ) fo(x) = el -1+v33-
1 7 57
eh)(2v3x-V3) = -10+4e’ +6(3—e!)x. Il ne reste plus qu'a calculer || f - p(f) ||2 =f (e*+10-4e' —6(3—eh)x)?dx = -3 e +20¢e! -5
0
Exercice 15:

1.

LAS -

. Onremarque que Z (A,-j — S,-j)2 =|A- S||2. La borne inférieure est atteinte pour S =

« Symétrie : soit A, B € 4, (R), (A,B) =tr(A' B)=tr(AT B)") = tr(B A) = (B, A).

Bilinéarité : facile!

n n n
Positivité : soit A€ ., (R), pour tout i € [1,n], (AT A);;= Y A%, Donctr(A' A) = Z Z
k=1 k=1

i=1

Définie positivité : soit A € 4, (R) telle que (A, A) = Z Aii = 0. Alors pour tout (i,k) € [1 ,n]]z, Alz.k =0 car tous les termes
ik
de la somme sont positifs.

On applique Cauchy-Schwarz A et I, : (A, I;) = tr(A), | I,]l = v/n, donc tr(A) < vn\/tr(AT A). On a égalité ssi A et I,, sont
colinéaires, c’est-a-dire ssiil existe A e R, A= AI}.
Lapplication tr est une forme linéaire non nulle, donc H = ker(tr) est un hyperplan de E. H' est de dimension 1, or VM € H,
(M, I,,) = tr(M) = 0, donc I, € H'. Donc H' = Vect(I,,).
Ce sont bien des sev de E. Soit M € ., (R) et N € @7, (R) : (M, N) = tr(M" N) = tr(MN) = (N, M) = —tr(NM) = —tr(MN), donc
(M, N) = 0. Ainsi, 27;(R) < ,Yn(IR)T et S (R) < ,;zfn(IR)T. Notons s = dim(*; (R)) et a = dim(27;(R)). On sait (!) que ., (R) et
7 (R) sont supplémentaires, donc a + s = n2. Donc “n(R) et o, (R) sont supplémentaires orthogonaux.

M+MT M-MT M+M"

OnaM= 5 + 5 donc le projeté est

AT A+AT  A-AT
:onaA-— =

1<i,jsn

. 1 2 _ a2
la valeur cherchée est — Z (Aij - Ajl-).
1<i,j=n
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