I. Fonctions continues sur un ouvert de R?

Chapitre 31 : Fonctions de deux variables

I. Fonctions continues sur un ouvert de R?

I.1. Boules et ouverts de R?

On consideére la norme euclidienne sur R? :
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Définition I.1. Soit r >0 et a € R,

1. La boule fermée centrée en a et de rayon r est 'ensemble :
Bla,r)={beR?| |b-al <r}.
2. Laboule ouverte centrée en a et de rayon r est’ensemble :

Bla,r)={beR*| Ib-al <r}.

Définition I.2. Soit U c R? une partie de R?. On dit que U est un ouvert de R? si:

YaeU,3r >0| B(a,r) c U.

Proposition I.1. Une boule ouverte est un ouvert deR*. R* est un ouvert de R*.

1.2. Continuité d’'une fonction a deux variables

Définition 1.3. Soit f : R> — R. Le graphe de R est 'ensemble Tp={xyfxy e R3, (x,y) € R%}. C'est la surface
d’équation z = f(x, y) dans R>.

Remarque I.1. C’estl’analogue du graphe pour une fonction d'une variable. La grosse différence est que celui-ci est une
surface.

Définition I.4. Soit U un ouvert de R?, f:U — Ret (x9, o) € U. On dit que f tend vers ¢ € R lorsque (x, y) tend vers

(x0,¥0) etonnote  lim  f(x,y)=¢si:
(x,)—(x0,¥0)

Ye>0,In>0|V(x, ) eU,|(xy) - o,y sn=1f(xy) -l <e.

Définition 1.5. Soit U un ouvert de R? et f: U — R.

1. On dit que f est continue par rapport a la premieére variable si pour tout y € R, la fonction x — f(x,y) est
continue sur U NR x {y}.

2. Ondit que f est continue par rapport a la seconde variable si pour tout x € R, la fonction y — f(x, y) est conti-
nue sur U N {x} x R.

3. Ondit que f estcontinueen ac Usi:
Ve>0,an>0|VbeU,l|b—al<sn=I1f(b) - fla)l<e.

4. On dit que f est continue sur U si elle est continue en a pour tout a € U. On note alors €' (U, R) 'ensemble des
fonctions continues sur U a valeurs réelles.

LAS - Le Raincy 1/3 PCSI2 -2023/2024



II. Fonctions de classe €' sur un ouvert de R?

Remarque I.2. Siune fonction est continue sur U, alors elle est continue par rapport a chacune de ses variables. La réci-
proque est FAUSSE!!

Proposition 1.2. 1. Soit f: U —Retae U. La fonction f est continue en a ssi pour toute suite (a,) € UN telle que
a, — a,ona f(a,) — f(a).

2. La combinaison linéaire de fonctions continues est continue, le produit de fonctions continues est continue, le
quotient de deux fonctions continues est continue la ot il est défini.

3. SifeC(U,R) etge €R,R), alorsgo f € €(U,R).

II. Fonctions de classe "' sur un ouvert de R*
On considére maintenant un ouvert non vide U de R? et f: U — R.

II.1. Dérivées partielles

Définition II.1. Soit a = (xg, Jp). On dit que f admet des dérivées partielles en a si les taux d’accroissements

f(xo+h,yo) = f(x0, ¥0) ot f(x0,y0+ k) = f(x0, y0)
h k

admettent des limites finies lorsque & et k tendent vers 0. On note alors

f . flxo+h,y) - f(x0, yo) of . f(x0, Yo + k) = f(x0, yo)
_— , = 1 t - y = 1 .
x (x0, y0) hl_I% W e dy (x0, y0) klil(l) .
Remarques I1.1. 1. Cecirevient a dire que les fonctions x — f(x, yo) et y — f(xp, y) sont dérivables resp. en xp et yg.

2. Attention : une fonction peut avoir des dérivées partielles en a sans pour autant étre continue en a!!

Définition I1.2. On dit que f est de classe ¢ sur U si f admet des dérivées partielles en tout point de U et que les

0
fonctions —: (x,y) — —f(x, ¥) sont continues.
0x 0x

0 0
Dans ce cas, le gradient de f est1'application : V£ : (xg, yo) € R% — é (x0, ¥0), a—j; (x0,Y0) | € RZ.

PropositionI1.1. Soient f,g € ¢! (U,R). Pour touta,beR, af + bg € ¢! (U,R). Deplus, fge ¢! (U,R) et la fonction ]—C
4

est de classe €' 1a oii g ne sannule pas.

Proposition IL2. Si f est de classe €' au voisinage d’un point (xo, yo) € U, alors on a le développement limité o Uordre
1de f en(xp, yo) :

(h,k)—(0,0)

_ of of
mm:mmemMﬂ+6x@m%ﬂh+ayUmﬁﬂk+MthWl

En particulier, f est continue en (xo, yo).

Remarque I1.2. La plan tangent a la surface z = f(x, y) a pour équation : z — f (xo, yo) = (Vf (X0, o), (x — X0, ¥ — Y0))-

I1.2. Régle dela chaine
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II1. Extrema

Définition I1.3. Soit v € R? un vecteur et a = (xg, yo) € U. On dit que f admet une dérivée selon le vecteur v en a si le

fla+tv)—f(a)

taux d’accroissement — admet une limite finie lorsque ¢ tend vers 0. On notera alors 0, f (a) cette limite.

Remarque I1.3. Pour v =(1,0) et v = (0,1) on retrouve les dérivées partielles du paragraphe précédent.

Proposition IL3. Soit f de classe €* au voisinage de a € U et soit v € R. Alors f admet une dérivée selon u en a et :

0uf(a) =(Vf(a),u).

Théoréme I1.4

Soit fe €1 (U,R), x,y € €' (I, R) telles que : Yt € I, y(t) = (x(t), y(1)) € U.
Alors la fonction t € I — f(x(), y(t)) € R est de classe € sur I. De plus, pour tout t € I :

d 0 0
(fon) (0= E(f(x(t),y(l‘))) = a—ﬁ(x(t),y(t))x'(t) + %(x(t),y(t))y’(t) =0y f(y () =V fy(1),y' ().

Remarque I1.4. Si f oy est constante, on dit que y est une ligne de niveau de f. Dans ce cas, on a V| orthogonal a ' :
autrement dit, le gradient de f est orthogonal aux lignes de niveau de f.

Théoréme I1.5

Soit V un ouvert non vide de R? et ¢,y € €*(V,R) telles que ® : (u,v) € V — (p(u, v),w(u, v)) est a valeurs dans U.
Alors la fonction g : (u,v) € V— fo®(u,v) est de classe ¢ surv et pourtoutaceV :

38 0 = @ @+ 2L (@ian ¥
au(a)— au(f((,o(u, V), y(u,v)) = x (<I>(a))0u(a)+ dy (CD(a))av(a)
9g - 9. = @ @+ 2L (@ian ¥
aV(a) = a,,(f(""(”’ V), y(u, ) = x (<I>(a))av(a)+ dy (CD(a))av (a)

III. Extrema

Définition ITL.1. Soit f: U — R une fonction et a € U.
1. On dit que f admet un maximum local en a s’il existe r >0 telque: Vb e B(a,r)nU, f(a) = f(b).
2. Ondit que f admet un minimum local en a s'il existe r >0 tel que: Vb e B(a,r)nU, f(a) < f(b).
3. On dit que f admet un maximum globalen asi: Vbe U, f(a) = f(b).
4. Ondit que f admet un minimum globalen asi: Vbe U, f(a) < f(b).

Définition IIL.2. Soit f: U — R de classe €. On dit que a € U est un point critique de f si V f(a) = (0,0).

Théoreme II1.1

Soit f € €' (U,R). Si f admet un extremum local en a € U, alors a est un point critique de f.

Remarque IIl.1. Laréciproque est bien entendu fausse!!
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