Fonctions de deux variables - Exercices

Exercice 1. Représenter graphiquement les parties du plan suivantes :

1. A:{(x,y)e[RzleOetyzx};
B={(x,y)eR?|x>1ety=0ety+x—3=0};
C:{(x,y)€R2|x2+y2<4};
D={(x,y)eR?|y>0etx*+y*=21};
E={(x,y)eR*|x=0ety>0et3y+x-12<0et3x+y—12<0};
6. F:{(x,y)e[RZz||x+y|<1etx—y<1};

Al

Lesquelles sont des ouverts? Pourquoi ?
Exercice 2. Montrer que R%\ {(0,0)} est un ouvert de RZ.

Exercice 3. Justifier que les fonctions suivantes sont de classe ¢! sur un ouvert de R? a préciser et calculer leurs dérivées
partielles :

1. fl(x,y)zxz+y2 1 5. f5(x,y)=\/2y——x
2. fo(x,y) =arctan(2x + y) \/szyZ

3. fa(x,y)=cos(xy) 6. fo(x,y)=In(x+y)

4. falx,y) = arctan(

Exercice 4. Soit ¢ : R — R une fonction de classe ¢! sur R. Justifier que les fonctions suivantes sont de classe %' sur R et
calculer leurs dérivées partielles :

L f5) =9 - ) ‘ 2. g(x,y) = p(xy) ‘ 3. ey = [ g,
x-y

Exercice 5. Pour chaque fonction f définie sur R?, déterminer I'équation du plan tangent 2 la surface z = f(x, y) au point
A:

1. f(x,y)=cos(x—y) et A(g,o,f(g,o)); 2. f(x,y)=x%—y2 et A(0,0,0);
3. fr,y) =x(In(0)*+y*) et Ale™,1,2e7}).

Exercice 6. Soit f:R? — R de classe €.

1. Justifier que g: teR— f(0, 1) + f (¢, %) est de classe €' sur R et calculer sa dérivée.

2. Justifier que h; : (x, y) € R? — f(y, x) est de classe €' sur R? et calculer ses dérivées partielles.
3. Méme question pour hy : (i, v) € R% — flu+v,2v).
4

. Méme question pour 3 : (1, v) € R? — f(uv, u* + v2).

Exercice 7. Soit f: (x,y) — x>+ y° —3xy.
1. Déterminer les points critiques de f.
La fonction f admet-elle un extremum local en (0,0) ?
La fonction f admet-elle un extremum global en (0,0) ?
Montrer que f n’admet pas d’extremum global en (1,1).
(a) Soit (h, k) € R? avec |h| <1 et |k| < 1. Montrer que f(1+h,1+k)— f(1,1) = 2h? - 3hk + 2k

(b) En déduire que f admet un extremum local en (1, 1).

S

Exercice 8. Déterminer les extrema locaux et globaux des fonctions suivantes :

1. ilx,y)=x*+xy+y*+2x+3y 3. i, =x>+xy* —x*y-y°
2. fg(x,y):363+y3 4. f4(x,y):x2+(x+y—1)2+y2.

Exercice 9. On s'intéresse a I’équation aux dérivées partielles sur R} xR :

of B g _
yax(x,y) xay(x,y)—o.

On considere une solution f de classe ¢! sur R% x R.

LAS - Le Raincy 1/6 PCSI2 -2023/2024



1. Soitu: (r,0) e Ry x]—m/2,m/2[— rcos(@) et v: (r,0) € R} x]—7m/2,7w/2[— rsin(0) et g(r,0) = f(u(r,0), v(r,0)). Justifier
que g est de classe &1 sur R} x] — /2, m/2[ et calculer ses dérivées partielles en fonction de celles de f.

2. En déduire que g vérifie: V(r,0) e Ry x] —7/2,7/2], g—‘g(r,ﬁ) =0.
3. Déterminer I'ensemble des fonctions de classe € sur R’ x R qui sont solutions de 'EDP de départ.
Exercice 10. Soit f : R? — R. On dit que f est homogene de degré a € R* si:
V(x,y) eREYE>0, f(tx, ty)=1t"f(x,).

1. Soit f une fonction de classe " sur R* et homogene de degré a. Soit (x, y) € R%. On pose g: t € R* — f(tx,ty). En
calculant la dérivée de g de deux facons différentes, montrer que :

of of _ «
xax(x,y)+y6y(x,y)—af(x,y). *)

2. Réciproquement, on considere une fonction f : R> — R de classe €'. Montrer que si f vérifie 'EDP (*), alors f est
homogeéne de degré a.

3. Montrer que les seules fonctions homogenes de degré 1 sont de la forme (x, y) — ax + by.

LAS - Le Raincy 2/6 PCSI2 -2023/2024



Indications - Solutions

Exercice 1:

1. Non, ce n’est pas un ouvert : par exemple, le point (0,0) est dans A, mais si on prend une boule centrée en (0,0), elle ne sera
jamais completement incluse dans A.

3. Oui, c’est un ouvert : c’est la boule ouverte B((0,0),2).
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6. Oui, c’est un ouvert, on peut le voir sur le dessin!
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Exercice 2 : Soit (xp, y9) € R\ {(0,0)}. Prenons r >0 tel que r < . Alors B((xg, y0),7) <R\ {(0,0)} : en effet, si (x, y) est dans cette
b I Cxo. yo) |
oule, alors || (x, yo) | = ||, || + || (x, ») = (x0, ¥0) ||, donc || (x, || = || (x0, ¥0) || — || (x, ) — (x0, y0) || > — > 0. Donc (x, y) # (0,0).
(%0, ¥0)
[| x, ) = (x0, y0) |
(x49)
Il Gxd, yo)|
el
Exercice 3 :
. 1 2 P 6fl _ afl _
1. Lafonction fj est de classe € sur R” par opérations. De plus, Ix (x,y)=2xet W (x,y)=2y.
0 2 0 1
2. Lafonction f> est de classe €1 sur R? par opérations. De plus, 6_]3(36’}/) = m et 6—]3(x, ¥ = m
. 1 2 o of3 o af3 .
3. Lafonction f3 est de classe € sur R“ par opérations. De plus, a(x,y) =—ysin(xy) et E(x, ¥) = —xsin(xy).
0 - 0
4. La fonction fj est de classe &1 sur R?\ {(0,0)} par opérations. De plus, a—]:j(x,y) = 1722 +y2)fx2 +y2)1/2 et 6—]306, ¥ =

-y
(1+x2+y2)(x2 + y2)l/2°

. ofs 1 of 1
5. Lafonction f est de classe €' sur {(x,9) |2y —x>0}. De plus, — (x,y) = ————— et —(x,y) = .
f5 nizy plus, == (x,y s o e
0 1 0 1
6. Lafonction fg est de classe ¢ sur {(x, ¥) | x+y>0}. Deplus, a—j;ﬁ(x, y) = m et a—j;?(x, y) = m
Exercice 4 :

0 0
1. Par composition, f est de classe ¢! surR?, de plus a—ic(x, ¥ = 2x(p'(x2 - yz) et %(x,y) = —2y<p'(x2 - yz).
.. 1 2 og N og o
2. Par composition, g est de classe ¢ sur R“, de plus a(x, V) =yp (xy)et a(x, V) =x¢@ (xy).

X
3. Onpose ®: x — f @(1)dt. D’apres le TFA, @ est de classe %! surR. De plus, h(x,y) = ®(x + y) — P(x — y), donc h est de classe
0

&1 sur R? iti % - _ _ % _ _
par composition. De plus, o px+y)—px—y et dy X y)=px+y)+ex-.

Exercice 5 :
0 0 0 0
1. a—ic(x,y):—sin(x—y) et %(x,y):sin(x—y),doncf(g,O]:Oeté(g,o):—1et%(g,o):1,doncz:—(x—7r/2)+y.
0 0 0 0
2. a—i(x, y)=2xet % = -2y, donc f(0,0)=0et a—ﬁ(ﬂ.o) =0et %(0.0) =0, donc z=0: c’estle plan Oxy.
of 2, 2 of -1 -1 0f of 1 -1 s -1
=,y =1 21 —(x,y) = 2xy, ,1)=2 , = ,1) = - , 1) =2 ,d -2 =
3 ax(x ¥) =In(x)* + y~ +2In(x) et dy(x y) =2xy, donc f(e ) e 6x(e )=0et dy(e ) e ,doluz-2e
2 L(y-1).
Exercice 6 :
0 0
1. Les fonctions £ — 0,7 — t,1— t* sont €' sur R, donc par composition, g est ¢! sur R. De plus, g'(t) = %(0, 1+ %(r, ) +
209 1 )
—— (¢, %) pour tout £ € R.
ay
2. Les fonctions ¢: (x,y) — x et ¥ : (x, y) — y sont de classe %1 sur R?, donc par composition, h; est de classe %! surR?. De plus,
%(x )—all(x )ﬂ( (x, ), p(x ))+6—(p(x )ﬂ( )9 ))—ﬂ( x)et%(x )—ﬂ( x)
ax V= g NG WP YNT G % VG, WL Y =5, dy V= 5u
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oh
3. Les fonctions ¢ : (u, v) — u+ v ety : (u,v) — 2v sont de classe %" sur R?, donc h est de classe ! sur R?. De plus, 0—2 (u,v) =
u

a—(p(u v)g(u+ V,2v)+a—(u,v)—f(u+ V,2v) = g(u+ 1,2v) et aﬂ(u,v) a—w(u,v)g(u+ v,2v)+a—(u v)%(u+ V,20) =
ou ou 0x ov ov ov
of of

—(u+0v2v)+2—(Uu+0v,2v).
X oy

oh
4. Lesfonctions¢: (1, v) — uvety:(u,v) — u? +v? sont de classe ¢! sur R?, donc h3 est de classe 4 sur R?. De plus, 6_3 (u,v) =
u

6_(,0(u V) af(ul/, u? + v? )+ aw(u, v)g(uv, u?+ v2) = Ug(uv, u?+ vz) +2uﬂ(uv, u?+ vz) et %(u, V)= a—(u V) af(uv, u?+
ou ou oy 0x oy ov ov
U2)+0Ll/(uyy)g(uy’u2 2+u2)+2yg(uv,u2+v2).

ov dy oy

Exercice 7 :

+ v2) = ug(uv, u
0x

0 0
1. Déja, f est bien de classe ¢! sur R%. De plus, a—];(x, y) = 3x? —3yet %(x, y) = 3y2 —3x.Donc Vf(x,y) = (0,0) < %% = yet

y2 = x. Ainsi, on trouve y4 =y,donc y =0, ou y =1 (les deux autres solutions étant complexes). Donc les points critiques sont
0,0) et (1,1).

2. Déja, f(0,0) =0, donc f admet un extremum local en (0, 0) ssi elle ne change pas de signe au voisinage de (0,0). Si on fixe y =0,
ona f(x,0) = X3 qui change de signe... Donc f n’a pas d’extremum local en (0, 0).

3. Encore moins!!

4. On calcule f(1,1) = —1. Il faut donc trouver un point ot f prend une valeur plus élevée et un point ou f prend une valeur plus
basse. Par exemple, f(-2,0) = -8 < f(1,1) et f(2,0) =8> f(1,1), donc (1,1) n'est pas un extremum local de f.

5. Oncalcule f(1+h,1+k) - f(1,L1)=A+h)3+1A+k)3 =30+ k) A +k) +1=3(h% + k? — hk) + h3 + k3. Or, si |h| < 1 et |k| < 1, alors
WP <hP<h?et-k*<k3<k® donc B3+ k3 = —h? — k2. Dot f(1 + 1+ k) — f(1,1) = 2h? + 2k? —3hk = 2(h* = 3hk/2+ k%) =
2((h—3k/4)?> +7k?/16) = 0. Donc f admet un minimum local en (1, 1).

Exercice 8 :

0 0
1. Lafonction est de classe ¢! sur R?. On commence par chercher les points critiques : a—fl (x,y)=2x+y+2et a—fl (x,y) = x+2y+3,
X

donc Vfi(x,y) =(0,0) < 2x+y+2=0etx+2y+3=0 < x=-1/3 et y=—4/3. Le seul point critique est (-1/3,-4/3).
On calcule fi(-1/3+h,—4/3+k)— f1(-1/3,-4/3) = W2+ hk+k% = (h+ Ic/2)2 +3k%/4=0. Donc 1 admet un minimum global en
(=1/3,-4/3).

f2 fz

2. Lafonction f, estde classe €' surR? et == (x Y= —(x,y) = 3y2. Donc le seul point critique est (0,0). Or f2(x,0) > f2(0,0)

six>0et f>(x,0) <0six<0,donc fo n admet pas d’extremum local en (0,0).

0
3. La fonction f3 est de classe €1 sur R? et ﬁ(x, ¥ = 3x% + y2 —2xyet O—JE(x,y) =2xy— x? - 3y2. Donc Vf3(x,y) = (0,0) <

3x2 +y2 —2xy=0et ny—x2 —3y2 =0.0na2xy= 3x% +y2, donc 2x? —2y2 =0etx=+y.Dansles deux cas, on trouve x = y = 0.
Le seul point critique est (0,0).
Ona f3(x,0) > f3(0,0) six>0et f3(x,0) < f3(0,0) si x < 0. Donc f n'admet pas d’extremum local en (0, 0).

0
4. Lafonction f3 est de classe €1 surR? et a—j:?(x,y) 2x+2(x+y—-1et i;(x ¥)=2(x+y-1)+2y.Donc Vfi(x,y) = (0,0) <=

2x+y-1=0etx+2y—-1=0 < x=1/3 et y=1/3. Le seul point critique est (1/3 1/3).
On calcule f4(1/3+ h,1/3+ k) — f4(1/3,1/3) = 2h% 4 2hk+ 22 = W2 + K2 + (h+k) = 0. Donc f; admet un minimum global en
(1/3,1/3).

Exercice 9 :

1. On remarque déja que pour tout (r,0) € [Ri x]— 7[/2,7[/2[, (u(r,0),v(r,0)) € [Rfr x R. De plus, Comme les fonctions u et v sont de
classe €' sur RY x] —7/2,m/2[ et f est de classe €' sur R% xR, g est bien de classe %' sur R* x] —7/2,7/2].
0 0 ova 0 0 0
Pour tout (r,0) € R} x] —w/2,7/2], a—f(r,@) u(r,H) f( V) + —U—f(u, V) = cos(@)a—i(u, v) +sin(0)a—];(u, v) et %(rﬁ) =

or Oy
u of ov of R a_f 6_f
30 (r,0) ax(u, V) + 30 (r,0) ay(u, v) = —rsin(0) ax(u, v) + rcos(6) 6y(u' v).

2. Onremplace y par rsin(0) et x par r cos(8) dans 'EDP :

rsin(@)%(u, v)— rcos(@)g (u,v)=0
0x 0y

0
D’apres la question précédente, on trouve £ (r,0)=0

3. On trouve donc qu’il existe C : R} — R telle que g(r,0) = C(r). De plus la fonction g étant €1, C est aussi ¢! sur R’ . Puis, si
(x,y) e RY xR, il existe (1,0) = (1/ x% + y%, /2 — arctan(y/x)) € R% x] — /2, 7/2[ tel que x = r cos(0) et y = rsin(6). Donc f(x,y) =

CH/x2 +y2).

0
Synthese : si C : R} — R est une fonction de classe %!, alors f(x,9) = C(1/x2 + y2) est de classe ¢! sur R} x R. Puis, é(x, y) =

0 0 0
\/;_C'(\/x2+y2) eta—ij(x,y) \/_ C'(\/x2+y2), desortequeya—f—xa—;c—o.
x%+y? 2 +y
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Exercice 10:

0 0
1. Déja, g estde classe € surR par composition. De plus, g'(f) = xa—];(tx, ty)+ y%(tx, tyyetg (n= at“ilf(x, ¥).Onpose t=1,
0 0
de sorte que xé(x, N+ ya—];(x, V=af(x7y).

0
2. Soit (x,y) € R?. On pose de nouveau g : t — f(tx,ty). La fonction g est de classe %1 sur R} et vérifie tg'(¢) = tx%(tx, ty) +

of

a
tya(tx, ty) = ag(t). Donc g est solution de u’ — Su= 0 sur RY. Les solutions sont u(f) = Cr*. Donc g(z) = Ct*. Pour r = 1,

C=g() = f(x,y). Donc pour tout ¢ >0, f(tx,ty) = t* f(x, ).

0 0 0
3. Enreprenant g, ona g'(t) = f(x,y), donc f(x,y) = x%(tx, ty) + y%(tx, ty). En faisant tendre # vers 0, on obtient a = é(0,0)
eth= % (0,0).
ay
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