I. Trigonométrie

Trigonométrie et nombres complexes - Exercices

I. Trigonométrie

Exercice 1. Déterminer les valeurs exactes de cos(x), sin(x) et tan(x) (sous réserve de définition) pour les réels x suivants:

51 27m 7 5971 177 2971
l.x=— 2. x=—— 3.x=— 4. x=——— 5 x=—— 6. x=——
6 2 4 6 4 3

Exercice 2. Calculer les cosinus, sinus et tangentes en a, b, a+ b et a— b lorsque cela est posible :

. 2 b4 1 = 5 b/
sma=§, 0<a<§ cosa=-——, §<a<n cosa=—, 0<a<§

1 2. 3.
b4 3n b1
sinb=-, —<b<nm sinb=--, n<b<— sinb=—, 0<b<-—
5 2 3 2 13 2

Exercice 3. Soit x un réel tel que les expressions suivantes sont bien définies. Simplifier ces expressions :
i b2 Fis /s b2
1.A=sin(x+n)+cos(x—§); 2.B=cos(x—§)+cos(x+5); 3.C=tan(§+x)+tan(§—x);

27 47
4. D =cosx +cos x—? +cos x—?

. N . .. , . . . T
Exercice 4. 1. Al'aide des formules d’addition, déterminer les valeurs exactes des cosinus, sinus et tangente de —.

12
P . . 37 5 Tm
2. En déduire les valeurs exactes des cosinus, sinus et tangente des angles ' 12 et TR
b/
Exercice 5. 1. Déterminer les valeurs exactes des cosinus, sinus et tangente de .
P . . 3n 571
2. En déduire les valeurs exactes des cosinus, sinus et tangente des angles iy
Exercice 6. Résoudre I'équation cos2x + cosx =0.
Exercice 7. Résoudre dans R les équations suivantes :
T . T . T T T 47
a) cos(?)x—z) :st; b) sm(2x—z) :cos(x+ E)’ c) tan(3x—g):tan x+? ; d) tan(x) tan(2x) =1

Exercice 8. 1. Démontrer que pour tout réel x, cos x+sin x = v'2sin (x+¢), ol estun réel dont on précisera la valeur.

2. Résoudre dans ] — 7, 7] I'équation : cos x +sinx = 1.

Exercice 9. Résoudre dans R les équations suivantes :
a) cosx—sinx=1; b) cos2x —V/3sin2x = —V2; ) (\/§+1)cosx+(\/§—1)sinx+\/§—l:0

Exercice 10. Résoudre dans R les inéquations suivantes :

; d) cosx+c0s(x+g)>0

N | =

1 1 T
a)cosxsé; b)IsianSE; c)—15cos(2x+z)s

II. Nombres complexes

Exercice 11. Donner la partie réelle et la partie imaginaire des nombres complexes suivants :

a) z=(3+2)°@2-1) h) z=i+t ) L awi?

b) z=(1+iV3)* ! (1-1)3

0 z=01-9)1-2i)(1-30) By ZzzL’: m) 2= 12 aeR*

d) z=0+)C-)B+)(A-1) 1-i a;‘dl , )

_ : 2 .3 _

e) z=01+1)1+20)°(1+30) ) z= .1 . n) z BT prh iy
3 L[4 ¢ 1-E-i)
! .3 5 .3 K _ (=3+40)(5—41i) - i

g z=02+i)"+(1-21) ) Z—W 2+§

Exercice 12. 1. Calculer (1+i)" pour n=0,1,2,3,4 et5.

2. En déduire la valeur de (1 + i)" en fonction de n.
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II. Nombres complexes

Exercice 13. 1. Soient:z;=1+i,z22 =1+ iv3, z3 = 21 x zp. Déterminer le module et un argument de chacun de ces

T 7
nombres complexes. En déduire les valeurs exactes de cos E et sin e (cf. exercice 4)

2. a étant un nombre réel, exprimer les nombres complexes suivants sous forme exponentielle :

a) z=cosa+isina d) z=sina+icosa g z=e"%+1
b) z=cosa—-isina e) z=—-cosa—isina
c) z=-sina+icosa f) z=—-sina—icosa h) z=e'%-1

3. Déterminer le module et un argumentde: z; = (1+i)"+(1—i)" etde zo = (1 +itana)”.

Exercice 14. 1. Ecrire sous forme exponentielle :
a) 1+i | b 1-i | o i-1 | d) v3+i

2. En déduire les parties réelles et imaginaires de :

a-i?° b) (1+i)* o ( -4 \1®
(1+0)* V3+i
Exercice 15. Soit z un nombre complexe de module 1. Simplifier |z + 17 +]z-1/%
Exercice 16. Résoudre dans C les équations :
1. z+2Z=5+3i | 2. 3z=2z+i | 3. *Z+222-3=0
. . —l+iv3 . ) .
Exercice 17. * Onnote j = — Soient a, b et ¢ trois nombres réels et les trois nombres compexes :

zZ1=a+b+c;zm=a+bj+cj’;zz=a+bj*+cj.

1. Déterminer le module et un argument de j.

2. Calculer j et j+ j2.

3. Déterminer la valeur de s =1+ jk + j2k pour tout k € N.

4. (a) Préciser les parties réelles et imaginaires de zj, z et z3.

(b) Démontrer que ces nombres complexes sont tous réels si et seulement si b = c.

o

(@) A quelle condition ces complexes sont-ils égaux 2 un méme réel? Déterminer en particulier a, b et ¢ de sorte
que z1 =2, =23 =1.

(b) Déterminer les valeurs de a, b et ¢ pour lesquelles z1, 22, z3 € {0, 1}.

Exercice 18. 1. Factoriser e’” + e’ et e’” —e'9.

. - 21+ 2 . - .
2. Soient z; et zp deux nombres complexes de module 1 avec z; zp # —1. Vérifier que CRP— est réel, puis I'exprimer

<122
en fonction des arguments de z; et z,.
1+z
3. Soit z € C\ {1}. Montrer que C €iR < |z|=1.
-z
4. Soit 8 € R. Déterminer, lorsque cela est possible, le module et un argument de z = el 4210,

Exercice 19. 1. Justifier qu'’il existe Oy € R tel que 4 —3i = 5ei%, puis donner une valeur approchée au millieme de 6,
avec la calculatrice.

2. Ecrire 4cos t —3sin ¢ sous la forme Acos(t + @) puis sous la forme Bsin(f +v).

Exercice 20. Soit A, B, C, D quatre points du plan d’affixes z4, zp, z¢, zp. Onnote I, J, K et Lles milieux de [AB], [BC], [CD]
et [DA]. o
Calculer les affixes des vecteurs IJ et LK. Que dire de IJKL?

Exercice 21. On rappelle que I'isobarycentre d'un triangle ABC est le point G vérifiant GA+GB+GC=10.
Soient A(2 —3i), B(2—1) et C(5+5i). Quel est I'affixe de 'isobarycentre du triangle ABC?
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