Mathématiques

Devoir Surveillé 01 .

(durée : 2 heures, sans calculatrice)

On fera attention a la qualité de la rédaction.
Soulignez ou encadrez les résultats et mettez en valeur les arguments importants.
La calculatrice est interdite.
Exercice 1. Les sept questions suivantes sont indépendantes.
1. Simplifier au maximum les fractions suivantes :

A=(5-3)-5)- G506 3) @ -5

2. Ecrire sous la forme 2" x 37 les nombres suivants :

-2
3 37227
A—(3 ><16) et B—m

3. Dans chaque cas, comparer les deux nombres en justifiant :

43 26
(@ —et—
8 5

(b) 26 et 3V/3.

4. Résoudre les inéquations suivantes :
3

@ x=zx
1
b -=zx°
X
(©) 12x-3|+|x—1| =6.
5. Montrer que pour tout x = 0, sin(x) < x, puis représenter graphiquement cette inégalité.
6. Montrer que pour tout xeR, 0< [2x] -2 |x] < 1.
Ve+v2
=————etsin (—)

T T 7 b4
7. (a) Enremarquant que — = — — —, montrer que cos (—) =
12 3 4 12 4 12

(b) Résoudre sur R1'équation :

_VB-Vv2
=
(V6 +V2) cos(x) + (V6 — V2)sin(x) = 2.

Exercice 2. Pour tout réel m, on considere I'équation (Ey;) : (m + Dx’—(m-1Dx+1-m)=0.
Déterminer le nombre de solutions réelles de I'équation (E;,) en fonction de m.
On fera attention au degré de (E,,;) !

Exercice 3. 1. Résoudre I'inéquation cos(2x) > 0.
2. En utilisant les formules d’addition, démontrer que pour tous réels x et y :

sin(x+ y)sin(x—y) = sin?(x) — sin? ().

3. En utilisant les deux premiéres questions, résoudre I'inéquation trigonométrique
/2 /2
sin® (x— —) —sin® (x— —) > 0.
3 6
Exercice 4. 1. A-t-on pour tout x € R et tout entier non nul k€ Z* : | kx| = k | x] ? Justifier.

2. Soit xe Ret neN*.

(@) Justifierque: nl|x] < nx<n|x]+n.

(b) En déduire que {Ln—’f]J = |x].

3. Aucun rapport : soit x € R, . Montrer que b/ LxJJ < |v/x|, puis que b/[ JJ =|Vvx].

Exercice 5. 1. Rappeler les formules de duplication.

2. Soit k € Nun entier naturel. Justifier que si x € R est solution de sin(Zk x) = 0 alors x est aussi solution de sin(ZkJrl X) =
0.

3. Soit n € N un entier naturel. Résoudre sur [0, 27 1'équation sin(x) sin(2x) sin(4x) - - -sin(2" x) = 0.
4. Compter le nombre de solutions de I'’équation précédente.
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Mathématiques

Correction du Devoir Surveillé 01 '

Correction de I'exercice 1 :
4 1_ 7 o @V3+D(E+D _7+3V3

l. A= ————=——¢
27 9 27 2 2
2. A=38x2%8 et p=37%
43 26 215-208 43 26
3.———:—>O,donc—>—.
8 5 40 8 5

2V6)% =24 et (3v/3)%2 =27, donc .

4. (@ x=x° < x(1-x%) =0 < x(1-x)(1+x) =0 et on fait un tableau de signes :

X —00 -1 0 1 +00
X - - 0 + +
1-x + + + 0 -
1+x - 0 + + +
x)ﬁl;x) + 0 B 0 + 0 B

Lensemble des solutions est donc| ] —oo,—-1] U [0, 1] |.

1-xt o A=A+ o -9+ 0+

1
b -=x = =0 = 0 et on fait un tableau de signes :
X X x X
X —00 -1 0 1 +00
x - - 0 + +
1-x + + + 0 _
1+x - 0 + + +
_ 2
1-x)A+x)(l+x°) + 0 _ : 0 _
X

Lensemble des solutions est| ] —oo,—1]U]0,1] |.

(c) On commence par étudier les signes de 2x —3 et x — 1.

3
X —00 1 — +00
2
2x-3 - - 0 +
x-1 - 0 + +
e Surlintervalle ]—o0o,1], [2x—3| = —(2x—3) et |[x—1| = —(x—1), donc 'inéquation devient —2x+3-x+1=6 < —-3x =
2 2 2
2 x<- 3 Donc sur cet intervalle, 'ensemble des solutions est S =]—o0,1] N |—oo0, “30= —00, _§] .
3
e Surl'intervalle |1, 30 [2x-3|=—(2x—-3) et|x—1| = x—1, donc l'inéquation devient -2x+3+x—-126 < x<—4.

3
Donc sur cet intervalle, 'ensemble des solutions est So = |1, 3 N] —oo,—4] = @.

3
o Surl'intervalle §,+oo ,12x—-3|=2x-3 et|x—1| = x—1, doncl'inéquation devient 2x—3+x—-126 < 3x =10 <
10 , i . 10 10
xX= 3 Donc sur cet intervalle, I'’ensemble des solutions est S3 = 2 +oo| N 3 +oo| = 3 +00|.
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Lensemble des solutions de I'inéquation [2x — 3|+ |x — 1| = 7 est donc

2
—00,— =
3

S=S1USUS3 = U

10
3

, +00

5. On pose f : x — x —sin(x) qui est définie et dérivable sur R.. De plus, pour tout x € R+, f’(x) = 1 — cos(x) = 0. Ainsi la fonction f

est croissante sur R4 donc pour tout x =0, on a f(x) = f(0) = 0. Autrement dit,| Vx = 0,sin(x) < x |

Graphiquement, le graphe de x — sin(x) est au-dessous de la droite y = x sur R :

X — sin(x)

6. SoitxeR.Onax—1<|x]<x,donc2x—-2<2|x]<2xet—-2x<-2|x]<2-2x.

De plus, 2x—1 < [2x] < 2x.

En ajoutant les encadrements, on obtient: —1 < [2x] —2 | x] <2. Comme |2x]| —2 | x| est un entier, ona [2x] —2|x] =0 ou 1. Dans

les deux cas, on a I’encadrement voulu.
Ainsi,| VxeR, 0= [2x] -2[x] 1]

7. (a) Onapplique les formules d’addition :

COS(%] = COS(% - %] = COS[%) COS(%) +sin(;—[)sin(
V2L V2V

d’ou E = 4
sm(%]:sm(%—%):sm(g)cos(%)—cos(g
V2 VB VR
I ML
d’ ol sin(%)z@ X

(b)

D’ol1 'ensemble des solutions est

=—=+
22 2

»

2

(\/5+ \/5) cos(x) + (\/é— \/5) sin(x) =2

V6+v2 V6-v2 . 1
— cos(x) + sin(x) = —
4 4 2
< cos (l] cos(x) +sin (l] sin(x) = l
12 12 2
1
<= CO0S (x— E) = E
T b4
< COS (x— E) = COS(g)
T b4
@x—ﬁzg[Zn] oux—ﬁz——[Zn]

51 T
<~ x=—[2n]oux=-——[2n1]
12 4

51 b/ 4
{xeR|xz—[2n]0uxE——[2ﬂ]
12 4

H
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Correction de I'exercice 2 :

ATTENTION : I'équation n’est pas toujours de degré 2! Si m = —1, (E_1) est une équation de degré 1, elle a donc une seule solution

réelle.

Si m # —1, on a bien une équation de degré 2. On calcule le discriminant : A = (m — 1)2 —4m+1)1Q-m) = m?—2m+1 —-4(1 - m2) =

5m? —2m—3. On étudie le signe de A selon la valeur de m en calculant le discriminant du discriminant : A’ = 64. Donc A s’annule pour
2+8

10 °

On distingue les cas :

e si m = -1, 'équation (E;;) a une seule solution réelle;
e sime]—o0,—1[U] —1,-3/5[U]1, +ool, 'équation (E;;) a deux solutions réelles;
e si me {-3/5,1},'équation (Ej;) a une seule solution réelle;

e sime]-3/5,1[,'équation (Ej;) n'a pas de solution réelle.

Correction de I’'exercice 3 :

¥

P

1.

En s’aidant du cercle trigonométrique, cos(2x) >0 <= Ik € Z tel que

T b/
——+2kmr<2x< —+2km
2 2

b4 b4
— ——+kn<x<-—+kn
4 4

b4 b4 7 T
Donc I'ensemble des solutions est {x eR|3Ikez, 2t knm<x< i kn} =U ]—— +km, 2t kn[ .
kez

2. Pourtousréels xety:

sin(x + y)sin(x — y) = (sin(x) cos(y) + sin(y) cos(x)) (sin(x) cos(y) — cos(x) sin(y)) (formules d’addition)

= sin?(x) cos®( y) — sin? » cos®(x)

=sin(x) (1 —sin? (y)) —sin? » (1 —sin® (x)) (on utilise ici cos? x +sin® x = 1)

= sin® (x) — sin?(esin? (7) - sin? (y) + sin2sin (x)

= sin?(x) —sin?( )
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3. En utilisant la formule démontrée dans la question précédente :
2 Ty L2 T
sin (x 3] sin (x 6)>0
. T Ty . T T
= sm(x— —+Xx- —)sm(x— — =X+ —) >0
3 6 3

6

< sin (Zx— g) sin(—%) >0

/4 3
< sin (E —Zx) X % > 0 (parité du sinus)

<= cos(2x)>0

b2 b2
Or, on a résolu cette inéquation dans la premiére question. Ainsi, I'ensemble des solutions est| | ] ——+km, 1 +kn
kez

Correction de I'exercice 4 :
1. , par exemple on prend x=1/2et k=2:ona2|x] =0mais [kx| =1.

2. (a) D’apres la définition de la partie entiére, | x] < x < [x] + 1. En multipliant par » (qui est positif), on obtient :

nlx]<nx<nlx]+n

(b) D’apres’encadrement précédent, et comme 7 | x| est un entier,on a:
nlx] s lnxl<nlx]+n

En divisant par n (qui est strictement positif) :

nx]

x| = —<|x]+1
n

nx
Comme |x] et | x] + 1 sont deux entiers successifs, on a {uJ =|x] |
n

3. Comme |x] < x, par croissance de la racine carrée, v/| x| < v/x, et par croissance de la partie entiére, { LxJJ < |vx| |

On part ensuite de | vx] < v/, donc | vx] 2 < x (croissance de la fonction carrée sur R, ). Mais [ Vx| 2 est un entier inférieur ou

égal a x, donc [\/ﬂ 2 < |x], puis par croissance de la racine carrée, [\/}J <+/|lx]. Comme L\/}J est un entier inférieur ou égal a
L, | V] = [VId
Ainsi, [V] = | VIx |-

Correction de I'exercice 5 :

1. Pourtouta€RR,| cos(Ra) = cosz(a) - sinz(a) = Zcosz(a) -1=1 —Zsinz(a) X

Pour tout a € R, | sin(2a) =2 cos(a) sin(a) ‘

2. Soit x une solution de sin(2kx) =0. Alors sin(2k+1x) =sin(2 x ka) = ZCOS(ka) sin(ka) =0,

donc‘ x est bien solution de sin(2k+1x) =0 ‘

3. x est solution de I'équation ssi il existe k € [0, n] tel que sin2€x) = 0. D’apres la question précédente, on a alors sin(2"x) = 0.
Autrement dit, les solutions de 1'équation sin(x) sin(2x) - - -sin(2"” x) = 0 sont les solutions de sin(2" x) = 0.
kr

s oM n., _ _ T _
Orsin2”x) =0 < 2"x=0[n] <=>x=0[2—n] <=>EIk€Z|x—2—n.

km
On cherche les solutions dans [0, 27, donc on doit avoir 0 < on <27 = 0< k<21

km
Ainsi, I'’ensemble des solutions est| S = {2_”’ kefo,1,...,2"1 1}} .

4. Ily aautant de solutions que de k possibles. Or,ily a 2"*1 gléments dans 'ensemble {0,1,...,2"" 1 —1}.

Iy a donc 2"+ solutions |.
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