Mathématiques

Correction du Devoir sur temps libre 2 I

Correction de I'exercice 1 :

1.

(a) Comme z"=1,0n irend le module des deux cotés et |z"| = 1. Or |z"| = |z|", donc |z|" = 1. Or | z| est un nombre

réel positif, donc| |z| =1 |

(b) D’apres la question précédente, la forme trigonométrique de z est z = | z| e’ pour un certain @ €R. Or il existe

0 €[0,2x[ tel que ¢ = 0[27], donc .

2km

. n .
(c) D’apres la question précédente, (e’e) = e/ =1, donc il existe k € Z tel que nf = 2knx. D'ou 0 = W et
ikn
z=en.

no
D’autre part, k = s etcomme 0 € [0,27], k € [0, n[. Puis, k étant entier, k€ {0,1,...,n—1}.
b4

2ikm
En conclusion, | il existe k€ {0,1,...,n—1} telquez=e » |

2ikm

. D’apres la question précédente, si z est solution, alors z=e » pour un certain k€ {0,1,...,n—1}.

2ikn \ 1
Réciproquement, on vérifie que pour tout k€ {0,1,...,n—1}, (e n ) =1.

2ikn 2ik'n 2ikn 2ik'n
Enfin, sik, k' €{0,1,...,n—1} avec k # k/, alors . € [0,2n[ et ils sont différents, donce » #e n .

ikn
Ainsi, | I’ensemble des solutions de (E;;) est {ez n  avec ke {0,1,...,n— 1}} .

2in

(a) En mettant j sous forme trigonométrique, on trouve j = e 3 . D’apres la question précédente,

I'ensemble des solutions de (E3) est {j°, j1, j2} = {1, j, j*} ‘

(b) On fait un dessin!

(c) On peut calculer AB=|j—-1|= ‘e% —1) = |e%ﬂ(e%ﬂ —e_%n)

.. (T ]
= ‘Zzsm(g)’ =v3.De méme, on trouve BC

et AC = V3. Donc‘ ABC est équilatéral ‘

(a) Ensimplifiant, on trouve‘ S=1-0w"=1-1=0 ‘

(b) Comme w # 1, \ la somme est nulle ‘

. 2iknm : _ 2ikn _ —y
=2 =2 e "0 donc| 0" K = wk |

4 3

_ 2i(n-k)
(c) Soitke{l,2,...,n—1}.0naw" F=e e
(a) D’apresla question 4b, 1 +w + w? +w® +w* = 0. D’apres la question 4c, w* =W et w

— . 2im _2im 27 N s 4rn
w?2=0.0rw+w=e5 +e 5 =2cos - et de méme w* + w? = 2cos =

. 21
Ainsi, | 1+ 2cos ?

5)
+2cos|—|=0|
5

=V3

=w?, doncl+w+o+w?+

Y4 27 27 4w 2 L.
(b) Onremarque que = =2x . Notons a = cos =) de sorte que cos 3 =2a“—1 (formule de duplication).

Doi, 1 +2a+22a®>—1)=0et4a’ +2a—-1=0.

-2+v20  -1xv5 or 2% ¢

Le discriminant de cette équation est A = 20, donc les deux solutions sont 3 r, —

4

COS(Z—H) = L\/g .

[0,7/2], donc a = 0. Ainsi,
5 4

Correction de I'exercice 2 :

1.

LAS -

5
X 2x 2
@ a(x) = = 4x% + 3 3 :la fonction est dérivable sur R, et| a’(x) = x*—8x+ 3l

(b) b(x) = Ax®+ Bx + C : la fonction est dérivable sur R, et| b’ (x) = 2Ax + C|.

CIx(1-20)-(x+3)(-2) 7
- (1-2x)2 Ca-2x2 |

+3 1
(©) cx)= lx—z : la fonction est dérivable sur R\ {5 }, et| c'(x)
—-2x

1
(d) f(x)=sin(3x)+cos (g) :1a fonction est dérivable sur R et| f’(x) = 3cos(3x) — 5 sin (g) .

5
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(e) g(x)=+vIn(x+1):lafonction est dérivable lorsque In(x + 1) > 0, c’est a dire lorsque x +1 > 1, donc x > 0. De

plus, en posant u(x) =In(x+1),ona g’ (x) = W etu'(x) = L dot1| g'(x) = = = !
' ' 2Vux)’ x+1’ 2vInx+1) 2x+1)vIn(x+1)
(f) h(x) =In(n(n(x))) : la fonction est dérivable lorsque x > 0 et In(x) > 0, donc x > 1 et In(In(x)) > 0, donc In(x) >
!
1 et x > e. Donc sur ] e, +oo[. Pour calculer la dérivée, on pose u(x) = In(In(x)), de sorte que H(x) = u (x)) . Puis,
u(x) =In(v(x)), avec v(x) =In(x), de sorte que u'(x) = v = % _ 1
- ’ B ’ q Ty Inx) xln)
1
D'ou| h'(x) = ————— |
out| h(x) xIn(x) In(In(x))
1
On a déja la dérivée de c, qui est positive sur R\ {E } car (1- 2x)2 =0.
x(1+3) _ 1.
De plus, ¢(x) = —5—=,donc lim c(x)=--= lim c(x).
X (} — 2) X——00 2 x—+4oo
Enfin, comme lim x+3 = z et im 1-2x=0%et lim 1-2x=0",ona lim c(x) =+ocoet lim c(x) = —oco.
x—1 2 4.1 P x—3i” X1t
2 2 2 2 2

D’otl1 le tableau de variation complet :

1
X —00 Z +00
2
c'(x) + +
+00 1
/ 2
c
1 /
2 —00
2 2 2 3 1 3 1 2
x*+3x-1 x*+3x-1 x°(1+=-— I+ -+ x“+3x-1
2. (a) lim 5 : = (+5 ): * X donc| lim =
x—+o0  x2-2 x2=2 xz(l—l) -2 x—too  x2—2
2 x
5x+3 5x+3 x(5+32 5+32 5x+3
(b) lim — f— = ( x) = = ,donc| lim ————=
x—+oo x2 —4x+1 x2—-4x+1 xz(l_%Jré) x(l—%+é) x—+oo x2 —4x+1

(© lim v X2 +2— v/ x2-2:on utilise la quantité conjuguée :
X—+00

2 _ 2 _ 2 2
\/x2_+2_‘/—x2_2:(\/x +2-Vx2-2)(Vx2+2+Vx2-2)
VX2 +2+vVx%2-2

_ x*4+2-(x*-2)

V2 i2+Va2-2
4

CVaZr2+ V-2

OrxlirP Vx2+2+Vx2-2=400,donc| lim vx2+2-Vx2-2=0|
—+00

X—+00

. x%2-3x+2 ) ) ) .
(d) hn% : on factorise le numérateur : x“—3x+2 = (x—1)(x — 2) car les deux racines sont 1 et 2. Donc
Xﬂ

X -3x+2 (x—-1(x-2) C o x*-3x+2
= =x-2.Dol|lim ——— =

1-2=-11|
x—1 x—1 -1 x-1
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. In(e*+x) . . .
() lim ————— :onfactorise par ce qui va le plus vite vers +oo :
¥—+oo  x+1

In(e*+x) _In(e”(1+))

- 1
x+1 X (1 + ;)
x+In(1+ %)
o x(1+ 1)
1 In(1+%)
BT x(1+1)
X X
. . X . In(1+%)
Or lim —T = 1 et d’apres les croissances comparées, lim — =0, donc lim —— 5 = 0.
x—too ] 42 x—+oo X X—+00 x(1+;)
In(e® +x
D’ot1| lim (—) =
x—+oo  x+1
) liI{)l xsin (—) : on utilise un encadrement : pour tout x >0, on a
x—0* X

(1
—1<sin|—|=<1

—x< xsin(—) <x
X

. . . (1
Or lim x = lim —x =0, donc par encadrement, | lim xsin|—|=0|
x—0% x—0* x—0* X
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