I. Manipulations de sommes/produits

Chapitre 5 : Sommes et produits

I. Manipulations de sommes/produits

Voir fiche.

II. Sommes de référence

IL.1. Egalité de Bernoulli

Proposition II.1. Soient a et b deux nombres complexes et n € N*.
a"-p" = (a-b@ '+a"b+---+ab"*+bp" )

n-1
(a-b) Y a"1"Fp*,
k=0

En particulier, pour tout complexe x, 1 — X"=1-x)1Q+x+ X+t x"_l).

Corollaire I1.2. Soit (1) ,en Une suite géométrique de raison q # 1. Pour tous entiers naturels p < d,

d d-p+1
1—-g%7P
Y =t
k=p -q
En particulier,
n qk _ 1-— qn+l
k=0 l-q

n n
Exemples II.1. Pour calculer Z cos(kt) et Z sin(kt), on passe par les complexes. Si t #Z 0 [27],
k=0 k=0

n 3 1-— ei(ﬂ+1) t
= (somme géométrique)
k=0 1-e

= (angle moitié)

2
i%tsin(”T“t)
=e
sin )
Donc ) " n y
1 = t)si -t n . LTS ntl,
3" costin = NI gy - S Dsin()

k=0 sin (3) k=0 sin(3)

I1.2. Somme des termes d’'une suite arithmétique

1 nn+1
Proposition I1.3. Pour toutn =0, Z k= ( ) .

k=0 2
Plus généralement, soit (1) nen Une suite arithmétique. Pour tous entiers naturels p < d,

Up+Ug

d
Y ug=(d-p+1)
k=p

LAS - Le Raincy 1/4 PCSI2 -2024/2025



III. Formule du binéme de Newton

I1.3. Somme des carrés

PropositionI1.4. Pour toutn =0,

n (n+1)2n+1)
= RSN
N 6

III. Formule du bind6me de Newton
III.1. Coefficients binomiaux

n!

= m qui se lit « kK parmi 7 ».

. n
Définition II1.1. Etant donnés deux entiers n et k avec 0 < k < n, on note ( k)

ces n n n n
Proposition I11.1. 1. Pour tout0 < n, (0) = ( ) =1 et(l) = ( 1) =n.
n

2. PourtousO<k<n,|" "
. Pourtous0<k<n, = ;
k n-k

3. Formule de Pascal : pour tous0<k<n-1 nel)_(on + n
' P T Nk+1) " \k+1) k)

Remarque III.1. On peut calculer tous les coefficients binomiaux de proche en proche en les placant dans le triangle de
Pascal en utilisant la formule de Pascal.

n k 0o 1 2 3 4 5 k k+1
0 1
1 1 1
2 1 2 1
3 1 3 3 1
4 1 4 6 4 1
5 1 5 10 10 5 1

n n
: i) 1

n+l

n+1l (k+l)

La premiére colonne et la diagonale ne contiennent que des 1, et chacun des autres éléments est obtenu en faisant la
somme des éléments haut et haut-gauche.

I11.2. Formule du binéme de Newton

Théoréme II1.2 (Formule du biné6me de Newton)

Soienta,be C etneN.

(a+b)” — Z (n)dkbn_k-
k=0 k

Remarque IIL.2. Pour n = 2, on retrouve I'identité remarquable : (a + b)? =a®+2ab+ b>.
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IV. Sommes doubles

o (n L n
CorollaireIIL.3. Y | |=2"et Y (-D*| | =0.
k=0 k k=0 k

I11.3. Applications

On se sert de la formule du bindme de Newton notamment pour linéariser des fonctions trigonométriques, ou lorsqu’on
utilise la formule de Moivre.

Proposition I11.4. SoitO ceRetneN.
i0 4 o=i0 ei0

et + 10
1. Formules d’Euler : cos(0) = — etsin(0) =

— e_
21
2. Formule de de Moivre : (cos(0) + isin(0))" = cos(n0) + i sin(n0).

Exemples IIIL.1. « Linéarisons cos*(x). On utilise la formule d’Euler, on développe et on regroupe les exponentielles
par puissances opposées :

4 B eix_i_efix 4
cos (x)=|——
2
B e4ix +4e3ixe—ix +6e2ixe—2ix +4eixe—3ix+e—4ix
B 16
i e4ix+e—4ix +4e2ix+e—2ix . 3
- 16 16 8
4 cos(4x) cos(2x) 3
cos (x) = + +—
8 2 8

o Exprimons cos(3x) et sin(3x) en fonction de cos(x) et sin(x). On utilise la formule de Moivre, on développe puis on
prend la partie réelle/imaginaire :

cos(3x) + isin(3x) = (cos(x) + isin(x))3

= cos® (x)+3i cos? (x) sin(x) — 3 cos(x) sin® (x)-3i sin® (x)

Donc cos(3x) = cos® (x) —3cos(x) sin? (x) etsin(3x) =-3 sin® (x)+3 cos® (x) sin(x).

IV. Sommes doubles

Proposition IV.1. Soientn et p dansN* et = [1,n]x[1, p]|. Soient (a; ;)i jer une famille de nombres complexes indexée
parl.Ona

n p P n
Z ai’j:ZZai’j:Z’Zai’j'
i=1j=1 j=li=1

(i,j)el

Proposition IV.2. Soient ay,...,an et by, ..., by deux familles de nombres complexes. Alors :
n p
2oai|l|Lbi|l= ) ab
i=1 j=1 i, )el1,n] x[1,p]

En particulier :

n 2 n
(Zial-) =Y a+2 Y aia;.
1= 1

i=1 l<i<j<n
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IV. Sommes doubles

Proposition IV.3. Soient n et p dansN" et I = {(i,j) eL,n]x[L,p]li< j}. Soient (a;, ;) (i, jer une famille de nombres
complexes indexée par I. On a

n p p J
Y @i j=) ) aij=) ) ai.

(i,j)el i=1j=i j=li=1
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