Mathématiques

Correction du Devoir sur temps libre 4 I

Correction de 'exercice 1 :

1. (a Commel-x?=(1-x)(1+x), untableau de signes nous donne 1-x*> >0 < [-1,1]. Donc’ g est définie sur [-1,1] ‘

(b) La fonction g est dérivable sur ] — 1,1 (attention a la racine carrée). Pour tout x €] —1,1[, g'(x) =2V 1-x% +

—2x 2x2 1—x%—x? 1-2x2
2x———— =2\/1-x2— =2 =2 )
2V1—x? V1-x2 V1-x2 V1-x2

Onagx)=0 < x=+ E, donc le tableau de variations :

1 1
-1 — — 1
* vz vz
g'(x) - 0 + 0 -

(c) D’apres le tableau de variations, pour tout x € [-1,1], g(x) € [-1,1]. Or arcsin est définie sur [-1,1]. Ainsi,
‘ [ est définie sur [-1,1] ‘

2. Soitx € [-1,1] : f(—x) = arcsin(-2xv/'1 - (—x)2) = —arcsin(2xV 1 — x2) car arcsin est impaire. Donc .

1
3. D’apreés le tableau de variations de g, g(x) = +1 < x = iﬁ' Or arcsin est dérivable sur ] — 1,1 etg est dérivable

1 1
sur]—1,1[. Donc| f est dérivable sur A = [0, — [ u ] —,1 [ .
d NAMNG

(%) L2r 1-2x2 1-2x2
g =2 12 =2 al =2 al donc
V1-g(x)?2  V1-4x2(1-x2) V1-x2V1-4x2+4x*  V1-x2\/(1-2x2)2

Pour tout x € A, f'(x) =

F=2 1-2x2
V11— x2]1-2x2|
1 1 1
Sixe|0,—|,1-2x*>0,donc f'(x) =2 .Sixe —,1[,1—2x2<0,d0ncf'(x):—2
V2 V1-x2 V2 1-x2

4. D’apres la question Ic, | A est définie sur [-1,1] ‘ D’apres la question 3, A est dérivable sur A.

1 1
5. D’aprés 3, pour tout x € [ = O,E , A'(x) = 0, donc A est constante sur I. De plus, 3 € I, donc pour tout x € I,
. (3 . T T
A(x) = A(1/2) = arcsin 3 —2arcsin(1/2) = 5_25 =0.
D’ou|Vxe |0 1 Alx)=0
ou|Vx ,— |, Ax)=0|
V2
6Ptt€11[A’()41 Donc il existe C € R tell ttellA()4 in(x) +
. Pourtoutxe |—,1|,A'(x) =— . Donc il existe elle que pour tout x € | —, 1|, A(x) = —4arcsin(x
\/5\/_ V1-—x? V2
3 1 b/ /4 b/ Y4
C.Enévaluanten—>—,A(\/§/2):——2—=——et—4arcsin(\/§/2)+C=——+C.D0ncC=n.
2 72 3 "2 3 3
1
Ainsi,|Vxe |—, 1|, A(x) = —4arcsin(x) + 7 |.
V2

7. Les solutions de I'’équation de départ sont les solutions de A(x) = 0. Or, pour tout x €

1
—,1], A =0 <
V2 [ ~

T 1
arcsin(x) = 1 <= x = —, doncl’équation n’'a pas de solution sur cet intervalle.

V2
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1 1
On vérifie que — et 0 sont solutions. Et d’apres la question 5, tous les x € |0, — | sont solutions.
V2 V2
1 1
Comme A est impaire, | 'ensemble des solutions de I’équation est | ——, —] .
Correction de I'exercice 2 :
" n) . [n n n| , [n| n\ ,
1. Pour tout x € R, = = + + + +...+ .
(a) Pour tout x g(x) kzzo(k)x (0) (l)x (2)x (3))6 a1
" [n * n
b Dou|S; =Y | |=g=a+D"=2"et| S, =) | |-D¥=g-D=0-D"=0]
k=0\k i=o\k
(c) Lafonction g est dérivable sur R et en utilisant la premiére forme : g’(x) = n x (1+x)" L.
En utilisant la forme développée :
n n n n *n
") =0+ |+ 2x+| . |3x%+...+ el kxk1,
g (x) ] 2><x?)x nnx 1§1kx
" [n
(d) Donc| Y k| |=g' (M) =nx2""|
= \k
" (n
2. @ Si+S,=) ol = S =2". D’autre part, (~1)F =1 si k est pair et (~1)F = —1 si k est impair, donc
k=0

2]
)
|
5]

N~

1l
ST M=

]
8
15

=]

1l
ST M=
=

b1
o
=

=l

il
Nl
S

%)
o

e

" (n
k=0 k
k impair
" [n
+ ) (-1
k=0 (k)
k impair
" [n
CSILEEDY k)(—l)"
k=0
k impair

(b) En ajoutant les deux égalités, on trouve 28} = 2", donc S} = 2"!, puis S, = 2",

3. (a) Commel, j et j* sont les racines cubiques de I'unité, ona| 1+ j+ j2=0|.

(b) Soit keN:

si k est un multiple de 3, alors jk =1let jZk =1

_En effet, il existe m € N tel que k = 3m, donc j* = (j3)" =

1" =1et j? = (j%2m =1,

sile reste de la division euclidienne de k par 3 vaut 1, alors j k= jet j2k =j°.

2. | En effet, il existe m € N tel

que k=3m+1, donc j* = (j3)™ x j = jet j** = (j$?" x j% = j%.

sile reste de la division euclidienne de k par 3 vaut 2, alors j k= j2et j2k =].

En effet, il existe m € N tel

que k =3m+2, donc j¥ = (j%)™ x j? = jZet j2k = (32" x j4 = ;.

(c) Onremarque que| Ry+R; + Ry =

n
0

i

n
1

n
2

)

+(”)=31=2".
n

(d) Développons:

n

(1+])n - Z ]kln—k
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k=0,3|k-2
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d’apres la question 3b. On recommence avec l'autre :

n
Q+p"=)

k=0,3

=Ro+j*Ri+ jRy

encore en utilisant la question 3b.
(e) Enfactorisant par I'angle moitié :

nj. _
2k1n k

J

ny .ok
k)] *

n
+
k)

k=0,3]k-1

n

)3

k=0,3|k-1

|

n

|

n
k

n .2
k)] *

2in

a+n" (1+e 3

!

nim
es (Zcos

nin

e 3

(f) On ajoute les trois équations précédentes :

=

G

n

)3

k=0,3|k-2

n

)3

k—QSk—Z(

il

n
k

)

2"+ (1+ )"+ 1+ )" =Ry+R +Ro+Ry+ jR + j?Ro+ Ry + j°R1 + jRy

=3Ry+(1+j+jOR +(1+j+jHR,
=3Ry

d’apres la question 3a. D’autre part, en remarquant que 1+ j2 =1+ j,ona

A+ )"+ 1 +j)"=2Re(A+ )").

D’apres la question précédente, on a:

N\ 7 2NN _ 122
A+ +0Q+j9) —2005( 3 )

Ainsi,

RO=%(2”+(1+j)”+(1+j2)”)=

W~

(2"+2cos(%))

4. Onutilise i =eZ ala placede j.
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