I. Vocabulaire

Chapitre 8 : Equations différentielles linéaires

On note K =R ou C, cela dépend du contexte.

I. Vocabulaire

Définition I.1. On appelle équation différentielle linéaire

¢ d’ordre 1 une équation différentielle du type :
a®)y' + By =y® (E1)

ol a, B et y sont des fonctions a valeurs dans K et définies sur un méme intervalle I. Une solution est une
fonction y: I — K dérivable vérifiant a(1)y'(£) + (£) y(t) = y(¢) pour tout £ € I.

o d’ordre 2 a coefficients constants une équation différentielle du type :
ay”" +by +cy=f(1) (E2)

ouaeK*, et hceKet f:I— K estune fonction continue. Une solution est une fonction y : I — K dérivable
deux fois vérifiant ay” () + by’ (£) + cy (1) = f(¢) pour tout r € I.

Définition I.2. On appelle équation différentielle homogene associée a
¢ I'équation (E;) I'équation
a(t)y' +B(t)y=0 (Hyp)

¢ I’équation (E,) I'équation
ay'+by' +cy=0 (Ha)

Proposition1.1. Si y; et y» sont deux solutions de (H) (resp. de (H»)), alors pour tous A, pu € K, Ay + py» est aussi
solution de (H;) (resp. de (H>)).

II. Lordre 1

Pour résoudre une équation différentielle linéaire d’ordre 1, on commence par se ramener a une EDL normalisée du type
Y +at)y=b(t) (ENy)

en divisant par a(t) (en faisant attention aux points ou & s’annule).
L'équation homogene associée est
¥ +a®y=0. (HN})

II.1. Résolution de I'équation homogene

Proposition I1.1. Soit A: I — K une primitive de a. Lensemble des solutions de l'équation (HN;) est:

So()={tel—Ce " WeK|Cek}.

Remarque I1.1. Lorsque a(t) est constante, les solutions sont de la forme ¢t — C e 4,

I1.2. Solution de 'équation avec second membre

Proposition IL.2. Soient y; et y» deux solutions de (EN) : ¥ + a(£)y = b(¢). Alors y» — y1 € So(I).
Ainsi, si yp est une solution particuliere de (EN1), alors I'ensemble des solutions de (EN) est :

S ={yp+yu | yueSoD}.
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III. L'ordre 2

I1.3. Recherche de solutions particulieres
On a le principe de superposition qui permet de couper le second membre en morceaux plus simples.
Proposition IL.3. Si y; est solution de (Ey) : ¥ + a(t)y = by (£) et y» est solution de (E3) : y' + a(£)y = b2 (1), alors y1 + y2
est solution de (E112) : ¥ + a(t)y = by (£) + by (D).
Démonstration. Comme yi +ay) = by etyé +ayy=by, (y1+y2) +a(y1 +y2) = by +bo. O

Il'y a ensuite deux méthodes pour trouver une solution particuliere : la premiére consiste a trouver une solution évidente,
mais ne fonctionne pas toujours!

Sinon, on cherche une solution particuliere de la forme yp(?) = C(¢) e 4 On fait varier la constante.

On remplace yp dans (EN;) :

Yp+a®)yp=b(1)
= e -ca)e ™ +a)Ct)e " = b(r)
— C'(t)e W = p(r)
— C'(t) = b(1) e?

11 « suffit » de trouver une primitive de b(#) e*®.

I1.4. Probleme de Cauchy

Définition I1.1. On appelle probléme de Cauchy un systéme du type :

y +a(t)y=b(t)
y(to) = yo

ol fy € I et ¥y € K sont fixés.

Théoreme I1.4 (Cauchy-Lipschitz linéaire)

Soient a,b: I — K continues, ty € I et yp € K.
¥ +a®)y=b1)
y(to) = yo

Le probléme de Cauchy{ admet une et une seule solution sur I.

III. Lordre 2

ITII.1. Résolution de 'équation homogene

Définition IIL.1. Léquation aX? + bX + ¢ = 0 est 'équation caractéristique de (E>).

Proposition IIL.1. Soit r € K. La fonction f : x — e est solution de (H») ssi r est solution de l'équation caractéristique
associée.

Si de plus r est solution double de I'équation caractéristique, alors x — xe'* est aussi solution de (H,).

Proposition II1.2 (EDL d’ordre 2 avec K = C). On note A le discriminant de I'équation caractéristique de (E,). Len-
semble des solutions a valeurs complexes de (H,) sont :

1. SiA=0:Sp= {t — (Ct+D)e™ |C,De (D}, ol g est la racine double de I'équation caractéristique.

2. SiN#£0:5y = {t — Cre" " +Cre | Cy,Co € C}, oL 1, ety sont les deux racines de I'équation caractéristique.
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III. L'ordre 2

Proposition II1.3 (EDL d’ordre 2 avec K = R). SoitA le discriminant de I'équation caractéristique (avec a, b,c € R). Len-
semble des solutions de (H,) a valeurs dansR sont :

1. SiA=0:Sy={t— (Ct+D)e’" | C,D€eR}, oirrg est la racine double de I'équation caractéristique.
2. SiAN>0:5)= {t — Cre" " +Cre?t | C,Co € [R}, oiL 1y et rp sont les deux racines de I'équation caractéristique.

3. SiA<0:Sy={t— (Cicos(wi) + Cysin(wt))e*" | C;,C R} = {t— Acos(wt—@)e*’, A,peR}, oitr = a+iw et
T=a—iw (a,w € R) sont les deux racines complexes conjuguées de I'équation caractéristique.

d?u

Exemple III.1. Un exemple important qui apparait souvent en physique : 'équation 1z + w(z) u =0, d'inconnue u.
Léquation caractéristique associée est X° + w% = 0 dont les solutions sont +iwy. Ainsi, les solutions de I'équation sont :
o surC: u(t) =C e +Cre !, Cy,Cr € C;

e surR: u(t) =Cjcos(wt) + Cysin(wt), C1,Cr € R;

II1.2. Solution de I'équation avec second membre

Proposition I11.4. Soient y, et y» deux solutions de (E;) : ay” + by’ +cy = f(1). Alors yo — y1 € So(I).
Ainsi, si yp est une solution particuliere de (Ey), alors l'ensemble des solutions de (Ey) est :

St ={yp+yulyueSoD}.

II1.3. Recherche de solutions particulieres

On a toujours le principe de superposition.

Proposition IIL.5 (Principe de superposition). Si y; est solution de ay” + by’ +cy = fi(t) et y, est solution de ay" +
by +cy = fo(1), alors y1 + ys est solution de ay” + by +cy = fi(t) + fo(D).

Méthode. o Lorsque f(#) estune constante, on cherche une solution particuliére de (E;) sous la forme d'une constante.
* lorsque f(#) = Ae“, ot1 (1, A) € C?, on cherche yp sous la forme :
> yp(t)=B e’ si A nest pas solution de I'’équation caractéristique;
> yp(t)=B re si A est une solution simple de I’équation caractéristique;
> yp(t) = B e si A est une solution double de I'équation caractéristique.
« lorsque f(#) = Acos(wt) (ou f(t) = Asin(w?)), avec (A, w) € R?,
1. on cherche une solution particuliére yp en remplacant f par g(¢) = Ael®?;
2. on met yp sous forme algébrique : yp(t) = y1(£) +iy2(1);

3. y1 (resp. y») estla solution particuliére cherchée.
I11.4. Probléme de Cauchy

Définition II1.2. On appelle probléme de Cauchy un systeme du type :

ay"+by' +cy= f(1)
y(10) = yo et y'(fo) = y;

ol fp € I, yo, ¥y € K sont fixés.

Théoreme II1.6 (Cauchy-Lipschitz linéaire)

Soient a, b, ce K avec a # 0. Soit f : I — K continue, ty € I etyo,y(') e K.
ay"+by' +cy=f(0

, , admet une et une seule solution sur I.
y(to) = yo et y (to) = ¥

Le probleme de Cauchy{
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