I. Logique

Ensembles, logique et rédaction - Exercices

I. Logique

Exercice I.1. On consideére A: « m et n sont deux entiers pairs » et B : « m + n est un entier pair ».
A-t-onVm,neN,A=B?Vm,neN,B= A?Vm,neN, A < B?]Justifier.

Exercice I.2. Soit f une fonction définie sur un intervalle I et & valeurs dans R. Ecrire avec des quantificateurs les asser-
tions suivantes puis leur négation.

La fonction f n’est pas la fonction nulle. 5. Tout réel admet un antécédent par f.

La fonction f ne s’annule jamais. .
. y 6. 0estle seul antécédent de O par f.
La fonction f est majorée par 5.

Lol

La fonction f est bornée. 7. Lafonction f est ni croissante ni décroissante sur I.

Exercice 1.3. 1. Montrer que pour tout n €N, n*—3n+2est pair.

2. Montrer que pour tout n € N, 3 divise 1 — n.

Exercice I.4. Soit a,b € R.
1. Montrer que: (Ve>0,lal<¢)=> a=0.
2. Montrer que: (Ve>0,a<b+¢e)=>a<bh.

3. Montrerque:a<b < (AceR|a<c<b).
Exercice I.5. Soit z € C. Montrer par 'absurde quel’'ona:|z+1|=1oulz—-1|=1.

Exercice L.6. 1. Montrer que toute fonction de R dans R s’écrit de fagon unique comme la somme d’une fonction paire
et d'une fonction impaire.
2. Montrer que toute fonction de R dans R s’écrit de fagcon unique comme la somme d’une fonction constante et d'une
fonction qui s’annule en 0.
Exercice 1.7. 1. Déterminer les fonctions f: R — R telles que : V(x, y) € R?, ffy-fxy)=x+y.
2. Déterminer les fonctions f: R — R telle que : V(x, y) € R, f(x+ ) = f(x) + y.

Exercice L.8. « Bonjour mon capitaine, je voudrais connaitre 1’dge de vos trois enfants.
o Hardi moussaillon, le produit de leurs ages est 36!
e Mais il me faudrait une information supplémentaire!
 Sacrebleu, la somme de leurs ages est égale au nombre de marins de mon équipage!

» Bon, je vais aller les compter

* Mon capitaine, il me faudrait en savoir plus pour conclure.

» Corne de saperlipopette! Le plus jeune de mes enfants ne sait pas nager!
Quel estI'age des enfants du capitaine?

II. Ensembles

ExerciceIl.1. 1. Déterminer le complémentaire dans R de [1,2][.
2. Dans R?, dessiner 'ensemble {(x, y) € R? | x < 2 et y < 3}. Déterminer son complémentaire.
3. Onpose A={(x,y) € R? [2x+3y=1}et B={(3t-1,-2t+1),t € R}. Montrer que A = B.

Exercice I1.2. 1. Montrer que {xeR| Ve >0,x < €} =] —00,0].
2. Soit a < b deux réels. Montrer que [a, b] = {ta+ (1—-t)b, avec t € [0,1]}.

Exercice II.3. On définit les ensembles :
E={0,1}, F={xeC|IneN,x"=x} et G={xeC|VneN,x"=x}.

1. Ecrire en toutes lettres les définitions des ensembles F et G.
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II. Ensembles

2. Montrer que Ec F.

3. Montrer que I'un des ensemble F ou G est inclus dans 'autre.
4. E est-ilinclus dans G?
5

. Déterminer I'’ensemble G en extension.

Exercice I1.4. 1. Soit E = {e} un singleton. Déterminer &?(E) puis 2 (Z(E)).
2. Soit E ={a, b, c}. Déterminer % (E).
3. Déterminer 22(@), puis 2 (22 ()).
4. Soit E ={1,2,3}. Déterminer (E x E) \ {(x,x) | x € E}.

Exercice IL.5. Soit E = [1,4]. Soient A = {(i, j) € E* | i < j}, B=1{(i,j) € E* | i = j} et C = {(i,j) € E* | i > j}. Montrer que
(A, B, C) forme une partition de EZ.

Exercice I1.6. Ecrire sous forme d’un intervalle en justifiant les ensembles :

1
0, —
n

1. A= JI0,n] ‘ 2 B=

neN neN*

1
0,1+—
n

‘ 3.c=U

neN*

1
0,1-— 4, D=
n] ‘ M

neN*

Exercice I1.7. Soit E un ensemble. Montrer par contraposée que :
1. VA, BEZ(E), (AnB=AUB) > A=B.
2. VA,B,CeP(E), (AnB=AnCetAuB=AuUC) = B=C.

Exercice II.8. Soit E un ensemble et A, B, C trois parties de E. Montrer que :
1. Ac B= AuC c BuUC.Etudier la réciproque.
2. AcB= AnC c BnC.FEtudier la réciproque.
3. AuBnC)=(AuB)Nn(AuUQ).
4. AcB < AnB=g¢.
Exercice IL.9. Soient A, B et C trois parties d'un ensemble E telles que E = Au Bu C. Soit D € & (E) vérifiant: AnD c B,

BnDcCetCnDcA.
Montrerque Dc AnBnNC.

Exercice II.10. Soit E un ensemble. Soient A et B deux parties de E. On définit la différence symétrique de A et B par :
AAB=(AUB)\(ANB).

1. Montrer que AAB = (A\ B) U (B\ A) et faire un dessin.

2. On suppose que AAB = An B. Montrer que A=B = @.

3. Soit C € Z(E). Montrer que AAB = AAC < B=C.

4. Résoudre I'équation AAX = ¢ d’'inconnue X € Z(E).

ExerciceIl.11. Soient A et B deux parties d'un ensemble E. Résoudre I'équation : AU X = B d’'inconnue X € 2 (E).
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