Mathématiques

Devoir Surveillé 02 .

(durée : 4 heures, sans calculatrice)

On fera attention a la qualité de la rédaction.
Soulignez ou encadrez les résultats et mettez en valeur les arguments importants.
La calculatrice est interdite.

Exercice 1. Trois questions indépendantes.

V6—iv2

1. Soient z; = — etzp=1-1.
P 4! s
(a) Ecrire — sous forme algébrique.
Z2
P 21 . P
(b) Ecrire z;, 2, et z3 = — sous forme trigonométrique.

)

. T Ve+v2 . wm Ve-V2

(¢) Endéduire que: cos — = ————etsin — = ————.
12 4 12 4
(d) Résoudre dans ] -, ] I'équation : (\/5+ \/5) CoSX + (\/5— \/5) sinx =2.
2. Onnote j = e%.

(a) Donner |j| et un argument de j.
(b) Représenter 1, j et j* dans le plan complexe.
(c) Montrer que |j —j2| =[1-jlet|l —j2| = |1 — j|. On essayera de limiter les calculs.

(d) Que peut-on en déduire sur le triangle dont les sommets ont pour affixes 1, j et j22

3. Déterminer la partie réelle et la partie imaginaire de (1 + #)29%4,

Exercice 2. Sept questions indépendantes.
1. Soit f:I— J, ou I estun intervalle de R symétrique par rapportaOetac I.

(a) Donner la définition de f est impaire.

(b) Donner la définition de f est croissante sur I.

(c) Donner la définition de f est dérivable en a.

(d) Donner la définition de f est majorée sur I.

(e) Donner la définition de f est une bijection de I sur J.

2. Soit a € R\ Z. Donner la définition de x — x et son ensemble de définition.
3. Soit g: I — Jet f: ] — R deux fonctions croissantes. Montrer que la fonction f o g est croissante.
4. Montrer que si f, g € % (I,R) sont deux fonctions bornées, alors f + g et fg sont bornées.
5. Soit f: x — sin(x) qui est dérivable sur R.
(a) Déterminer une équation de la tangente a ¢y au point d’abscisse 0.
(b) Tracer dans !'ordre et sur le méme graphique :

« la tangente au point d’abscisse 0;
e lacourbede f sur [-7/2,7/2];

e la courbe de arcsin;

* la courbe de x — arcsin(x +1).

6. Déterminer les limites suivantes :

2

_ 1 1
rox lorsque x — 1 ‘ (b) xcos (—) lorsque x — 07 ‘ (¢) (1+x)x lorsque x — 0.
X

@ 21

7. Pour chaque fonction ci-dessous, déterminer son ensemble de définition et son ensemble de dérivabilité, puis cal-
culer sa dérivée :

@ fiix—x" | b) fo:x—n* | (©) f3:x— tan(cos(x)) | (d fa:x—Vx*-4
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Exercice 3 (Cette fonction n’est pas nulle ?).
Lobjectif de cet exercice est d’étudier la fonction f définie sur R par

f(x) = cos(2x) —2cos(x).

1. Montrer que f est 2n-périodique. Que peut-on en déduire sur le graphe de f?
2. Montrer que la fonction f est paire. Que peut-on en déduire sur le graphe de f?
3. (a) Soient p,q€R.

i. Factoriser par I'angle moitié : e'” —e’9.

ii. En déduire une factorisation de sin(p) —sin(g).

3
(b) Démontrer Vx € R, f'(x) = —4cos (?x) Sin(g)'

(c) Donner le tableau de signe de cos(y) pour y €

3 ]
0,—|.
2
3
(d) En déduire le tableau de signe de cos (7)6) pour x € [0, 7].

(e) Dresser le tableau de variations de f sur [0, ]. On précisera les valeurs f(0), f (g) et f(m).
4. (a) Tracerl'allure du graphe de f sur [0, ].

(b) En déduire l'allure du graphe de f sur [-n,7].
(c) Tracer l'allure du graphe de f sur R.

Exercice 4 (Halte aux calculs!).

1
1. Déterminer tous les nombres complexes z non nuls tels que z et — ont le méme module.
z

. 1 .
2. Déterminer tous les nombres complexes non nuls tels que z, — et z— 1 ont le méme module.
z

On pourra justifier avec un dessin!

Exercice 5 (Des tangentes).
On note respectivement % et & les courbes d’équations y = In(x) et y = e* dans un repére orthonormal.

1. (a) Soit a € R. Onnote T, la tangente a & au point d’abscisse a. Donner une équation de T.
(b) Soit b e R}.On note Tl’] la tangente a £ au point d’abscisse b. Donner une équation de Tl’].

(c) Montrer qu’il existe une tangente commune a & en un point d’abscisse a et a la courbe £ en un point d’abs-

cisse b > 0 si et seulement si :
{ a+In(b) =0

bIn(b)—In(b)—b-1=0

2. On définit la fonction ¢ sur ]0, +oo[ par : ¢(¢) = tIn(f) —In(f) — £ —1.
(a) Ftudier les variations de ¢ sur l'intervalle |0, 1[.
(b) Justifier que ¢ réalise une bijection de ]0, 1[ sur un intervalle a préciser.
(c) En déduire que I'équation ¢(x) = 0 admet une unique solution g €]0, 1].

1
(d) Pour tout x > 0, calculer ¢(x) — x¢ (;)

(e) En déduire 'ensemble des solutions de I'équation ¢(x) = 0 sur ]0, +ool[.

3. Existe-t'il une tangente commune aux courbes & et £?
Si oui, combien y en a-t-il?
Tracer les courbes & et £ et les tangentes trouvées. On donne f= 0,2 et In(f) = —1,5.

Exercice 6 (C’est vrai ca?).
1. Montrer que pour tout x € R, 1+ sh?(x) = ch?(x).
2. Montrer que :
VxeR, 2arctan(e’)—arctan(sh(x)) = g
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Correction du Devoir Surveillé 02 '

Correction de I'exercice 1 :

1. (a) Onutilise le conjugué du dénominateur :

V6-iv2
A _ T2
Z2 1-i
_VE-iv2
2(1-1)
_ WB-iv2)(+i)
I e
CVB+iVB-iv2+v2
= 1 .
Ainsi ﬂ_\/6+\/§+i\/6—\/§
| 2 4 4
2
V6 V2 [
(b) Oncalcule: |z]|= (? ? =V2etl|zpl= /12 +(-1)2 = V2.
6/2 2/2 1 T
Puis,cosle\/_——\/_ inf; = L=——,donc015——[27r].
2 2 V2 2 6
1 1 b4
Et, cosfy = — etsinfy = ——,d'ou 02 = ——[27].
V2 V2 4
Ainsi, 212\/§e_i% etZZZ\/Ee_i% R
_l‘”
z 2e ' 4z z P
Donc =L = v2 —_— =e 15T Ainsi,| 2L =el1z |
22 e l% 22

2 . 2 . L 21
(c) Les deux valeurs demandées sont les parties réelles et imaginaires de — :
z2

T V6+v2 V6= V2

cos—=—— et sin—=
12 4 12 4

(d) Ondivise par 4 pour faire apparaitre les valeurs précédentes :
[\/§+ \/EJ cosx+ (\/6— \/5) sinx =2
V6+v2 V6—v2

— 1 cosx+ 1

1
sinx = -
2

b4 .o 1
< C0S— COS X +Ssin —sinx = —
12 12 2

b4 b4
— cos(x——] =cos —
12 3
T T
<=>x————[ nloux— — =——[2m]
12 12 3
51
<:>x=1—[2n] oux———[Zn]

5t =&
Comme x €] —m,7m],ona:|S= {—,—_} i
12° 4

2023 202371 317!
2. Onmet 1+i sous forme exponentielle: 1+i = v2e' 1. Donc (1+1)2023 = 27 el "1+ = 21011,/ ¢505im+ 5 _ 1OH\/_(

Donc‘ Re((1 + §)2022) = p2011 ‘et‘ Im((1 + §)202%) = —p1011 ‘

Correction de I'exercice 2 :

1. (a) ‘ f estimpairessi: Vxe I, f(—x)=—f(x) ‘

(b) ‘ [ estcroissante sur I ssi: Vx,y€ I, six<y,alors f(x) < f(y) ‘

fla+h) - f(a)

(c) | f estdérivable en a ssile taux d’accroissement "

admet une limite finie lorsque 7 — 0 |.

(d) ‘festmajoréesur[ssi:ElMe[RlVxe], f(x)sM‘.

V2, .V2

2
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(e) ‘festunebijection delsurJssi:VyeJ,Axel|lf(x)=y]|

2. ‘ Pour tout x > 0, x% = e®In(x) ‘

w

. Soient x,y € I tels que x < y. Comme g est croissante, g(x) < g(y). Comme f est croissante, f(g(x)) < f(g(y)). Autrement dit,
fogx)<fog) et‘ f o g est croissante ‘

4. Soit f, g € & (I,R). Supposons que f et g sont bornées. Alors il existe M, M’ e R tels que:Vxel,|f(x)sMet|gx)| < M.

Donc Vxe L |(f+g)x)] < | f(x)| +|g(x)] < M+ M et .
Deplus, VxeI,|fgx)|=1f(x)lgx)]| < MM', donc .

5.  (a) Une équation est donnée par y = x.

(b) On trace la droite, puis sinus puis on prend le symétrique par rapport a y = x et enfin on décale de 1 vers la gauche.

x2-x x(x-1) X 1
6. (a) > = = -,
x¢-1 (x-Dx+1) x+1 x—1 2

1 1 1
(b) Pour tout x>0, —1 <cos (—) <1,donc —x < xcos (—) < x. Par encadrement, linol+ Xcos (—) =0/
X X X—

1 1 In(1+x) Inl+x) In(l1+x)—In(1+0
() A+x)x = exlnl+y) _ ¢ e .Or ( ) = { ) ¢ ) est le taux d’accroissement de x — In(1 + x) en 1. Comme

x-0

X
In(1+x 1 1
cette fonction est dérivable en 0, ¥ —— ——=1.Donc| lim(1+x)x =e
X x—0 1+0 x—0

1

7. (@ fi:x— x":pardéfinition, x" = e donc f1 est définie et dérivable sur ]0, +ool.

De plus, | pour tout x € R}, f1’ (x) =

T —
_enln(x):”xn 1|
X

(b) fo:x— ¥ : par définition, 7% = ¥ donc f, est définie et dérivable sur R.

De plus, | pour tout x € R, fz'(x) =In(mn* ‘

7
(©) f3:x— tan(cos(x)) : la fonction tangente est définie et dérivable sur ] —7/2,7/2[ et pour tout x € R, ~3 < —1<cos(x) <

7
1< Px donc f; est définie et dérivable sur R.

De plus, | pour tout x € R, fi (x) = —sin(x)(1 + tanz(cos(x))) .

(d) fi:x— Vx%2—4:pour tout x € R, x> —4>0 < x€]—o00,—2[U]2,+ool. Donc fa est définie sur ] — oo, —2] U [2,+00] et

dérivable sur | — oo, —2[U]2, +o0], et| Vx €] — 0o, —2[U]2, +o0], fi(x) =

x2 -4

Correction de I'exercice 3 :

1. Soitx€R.Ona f(x+2m) = cos(2x+4m)—2cos(x+2m) = cos(2x) —2 cos(x) car cos est 2 périodique. Donc f(x+2m) = f(x). Ainsi

[ est2m-périodique ‘

Le graphe de f est donc invariant par translation de vecteur (27,0).

2. Soit x € R.Ona f(—x) = cos(—2x) —2cos(—x) = cos(2x) — 2 cos(x) car cos est paire. Donc f(—x) = f(x). Ainsi .

Le graphe de f est donc symétrique par rapport a I’axe des ordonnées.

;P ( ;p=q .p=q
z (e

, . — . p+q
3. (@ i |eiP—eld=¢l T—e"T):Zisin[qu)e’T.

ii. On prend la partie imaginaire :

(
=Im(zism(’”;‘7]ei¥)
252 52) (221
:Im(2i51n(p;q]cos(¥J_Zsin(p;q)sin(p;q))

Donc| sin(p) —sin(q) = Zsin(p%q]cos(¥) .

(b) f estdérivable sur R et pour tout x € R, f’(x) = —2sin(2x) +2sin(x) = 2(sin(x) —sin(2x)). On utilise la formule de la question
- Zx) ( X+2x 3x
cos| —

"(x) = —asin [~ el
,donc| f'(x) = 4sm(2]cos( ) car
LAS - Le Raincy 41/6 Devoir Surveillé 02
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précédente avec p = x et g = 2x : pour tout x € R, f'(x) = 4sin(

2

sin est impaire.
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X 0 /2 3m/2
cos(y) + 0 - 0
(c)
X 0 /3 T
cos(3x/2) + 0 - 0
(d)

(e) Pour tout x € [0,7], x/2 € [0, 7], donc sin(x/2) = 0.

X 0 /3 n
' 0 - 0 + 0
-1 3
e \ /
-3/2

4. (@) On utilise le tableau de variations : on place les valeurs et les tangentes horizontales.
(b) On fait la symétrie par rapport a ’axe des ordonnées.
(c) Onrépeéte.

Correction de I'exercice 4 :

1. Soit ze C*. Alors |z| =

1
—‘ — |z|2 =1 < |z| =1car|z| € R+. Donc I'ensemble des nombres complexes z non nuls tels que z
z

et — ont le méme module est‘ le cercle trigonométrique |
z

2. Soit ze C3. Alors |z] =

1
—‘ =|1-z| < |z|=1=|1-z| < zestalintersection des cercles de rayon 1 centrés en (0,0) et (1,0).
z

4T . 1 A
Or, ces deux cercles se coupent en e~ 3 (faire un dessin!). Donc les complexes z non nuls tels que z, — et z—1 ont le méme
z

+[l
module sont| e~ 3 |

Correction de I'exercice 5 :

1. (a) SoitaeR.On applique la formule ducours:| Ty:y = ex—a)+e? |

1
(b) Soit b e RY. On applique encore la formule : Tl') 1y= 7 (x—Db)+1In(b) |

(c) Tlexiste aeRetbeR] tels que Ty = Tllo ssiles deux droites ont méme pente et méme coefficient directeur, c’est a dire ssi :
1
e = — a=-In(b) a+Inb)=0
b <1 —
e?(l—a)=Inb) -1 E(l+ln(b)) =Inb) -1 bin(b)—b-1-1In(b) =0

1 1
2. (a) Lafonction ¢ est définie et dérivable sur ]0, +oo[ et pour tout ¢ €]0, +ool, (p'(t) =In(®)+1- ; —1=In() - ; Or t— In(¢)

1
et f— 3 sont croissantes, donc ¢’ est croissante. Comme ¢'(1) = —1, on a pour tout £ €]0,11, ¢'(#) < —1 < 0. Ainsi,

‘ @ est strictement décroissante sur ]0,1[ ‘

(b) Lafonction ¢ est continue et strictement décroissante sur ]0, 1[, donc d’apres le TBM, elle réalise une bijection de 10, 1[ sur

] }m{ @(1), %in})(p(t) [.Or (1) Py +00 par croissances comparées, et ¢(t) P —2.Donc| ¢ est une bijection de 0, 1[ sur | — 2, +oo[ |

(c) Comme ¢ est une bijection de ]0,1[ sur ] — 2, +o0[ et que 0 €] —2,+o00[, 0 a un unique antécédent par ¢. Autrement dit,

‘ ¢(x) = 0 a une unique solution sur 10, 1[ ‘
(d) Soitx>0.

<p(x)—x(p(l) :xln(x)—ln(x)—x—l—x(lln(l)—ln(l)—l—1) =xIn(x)-In(x)—x-1+Inx) - xInx)+1+x=0
X x \x x) x

1
Donc| Vx>0, ¢p(x) = xqo(;) .
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1
(e) Soit x €]0,+oo[ une solution de ¢(x) = 0. Déja, x # 1 car ¢(1) = —2. Si x €]0,1], alors x = B. Si x > 1, alors T €]0,1[, donc

1 1
P B. Ainsi, les deux solutions de ¢(x) =0 sont| fet — |.

B

3. Reprenons le systéme de la question 1c:

a+In(b) =0 b=p b=
= ou
bln(b)-b-1-In(b)=0 a=—In(p) a=In(p)

Iy a donc deux tangentes aux courbes & et £. Les deux tangentes sont d’ailleurs symétriques par rapport a la droite y = x.

=~

-In(B), 1/B)
4
3
2
(1/8,—In(B)

1
g =
e N T
-1
B, In(B))
-2

Correction de I'exercice 6 :

e —e™2 4+e?¥-2+e2¥ 2X424e2  (e¥+e™)?
4 N 4 N 4 - 22
2. Posons f: x— 2arctan(e*) — arctan(sh(x)). Cette fonction est dérivable sur R. De plus, pour tout x e R :

1. Pourtout x € R, 1+sh2(x) =1+ ,Donc| VxeR, 1+sh2(x) = chz(x) X

, 2e* ch(x)
X) = -
fi) 1+e2¥ 1+sh(x)?
_ 2ef 1
" 1+e2¥ ch(x)
2 1

T e XieX ch(x)

b4
donc f’(x) = 0. Ainsi, f est constante sur R et pour tout x € R, f(x) = f(0) = 2arctan(1) — arctan(0) = ZZ' d’ou

X T
Vx €eR, 2arctan(e”) — arctan(sh(x)) = ch
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