Mathématiques

Devoir Surveillé 03 I

(durée : 4 heures, sans calculatrice)

On fera attention a la qualité de la rédaction.
Soulignez ou encadrez les résultats et mettez en valeur les arguments importants.
La calculatrice est interdite.

Exercice 1 (Trois questions indépendantes).
1. SoitneN* etx€C. Calculer ) X,

1<i<j<n
2. (a) Résoudrel’équation d’inconnue xe C: X-x+1-i=0.
(b) Résoudre I'équation d’inconnue ze C: 28 —z>+1-i=0.

2in

3. Soit n =2 un entier naturel. On notew =e » .

n—1
(a) Calculer )_ ok,
k=0

n-1 2k
(b) En déduire que: ) cos (_n) =0
k=0

n
n—1 ©

(c) En déduire I'expression, en fonction de n, de : Z lw* =12
k=0

Exercice 2 (Une suite de sommes).

1. Soit 6 € R. Linéariser sin>(0).

. " sin3(3%x)
2. Pour tout n € N* et x € R, on pose g,(x) = )_ —r
k=1

Simplifier I'expression de g, (x).

3. En déduire que pour tout x € R, la suite (g,(x)),>1 converge vers une limite que I’on précisera.

Exercice 3 (Un peu de géométrie).
On munit le plan d'un repere orthonormé direct (O, ii, ).
Soit z un nombre complexe fixé. On considere les points A, B et M d’affixes respectives 1, i et z.

. . . . Y2

Soit N I'image du point M par la rotation de centre O et d’angle >

Soient B, Q, R et S les milieux respectifs des segments [AB], [BM], [M N] et [N A].
1. Quelles sont les affixes des points N, P, Q, Ret S?

2. Montrer que le quadrilatere PQRS est un carré.

3. Onposez=r e? avecre R’ fixé et O € R. Pour quelles valeurs de 6 I'aire du carré PQRS est-elle

maximale?
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Exercice 4 (Des coefficients binomiaux).
1. Enoncer la formule du binéme de Newton.

2n (9p 2n 2n 2n
Pour tout entier naturel non nul #n, on définit S,, = Z ( = + +eeet onl

i=n n
2. Calculer S;, S et Ss.

2n (2n
3. Justifier que: YneN*, )~ . = 22",
k=0

" (2n
4. (a) Montrer, en utilisant le changement d’indice j =2n—ique:VneN*, S, = Z ( . )
j=o\J

1[2n
(b) Endéduireque:Vnel\l*,S,,:zzn‘lJrE( )
n

* 1 [2p
5. Pour tout p e N", on pose up = —— .
22P\ p
2p+1
2p+2
1
V2p+1
(c) Justifier que pour tout entier p € N*, u,, est positif, puis en déduire la limite de u,, lorsque
p tend vers +o0.

(@) Montrer que pour tout entier naturel nonnul p : up41 = Up.

(b) En déduire, par récurrence, que : Vp € N*, Uy <

Exercice 5 (Des sommes bornées).

1. (a) Enoncer I'inégalité triangulaire pour deux complexes.
(b) Démontrer par récurrence sur n =2 que :

Vzi,...,2,€C,

n
> 2k
k=1

n
<) |zl
k=1

Soit 6 e R tel que 6 # 0[27].

n .
2. Pourtout n €N, onpose S, = Y e'*?,
k=0

. [ (n+1)0
sin2522)
[0
sin (E)

n n
(b) En déduire les valeurs de ) cos(k6) et ) _ sin(k6) pour tout n € N.
k=0 k=0
(c) Montrer que la suite (S,) e est bornée, c’est-a-dire qu'il existe M € R* tel que pour tout
neN,|S,l <M.

inf
2

(a) Montrer que pourtoutneN, S, =e

n ,iko

. e
3. On pose pour tout n€ N*, U, = )| =
k=1

(a) Justifier que pour tout k € N*, el =g, - §p_y.
On fera attention a changer le nom de l'indice de sommation pour éviter les confusions.
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n 1 1
b) En dédui toutneN*, U, = -
(b) En déduire que pour tout n n kgi((k e

(c) En déduire que la suite (Uy,) nen+ €St bornée.
On pourra utiliser la question 1b.

no1
4. Onpose pour tout n € N*, V,, = > =
k=1

(a) Montrer que la suite (V},) ,en+ €St croissante.

Joat
Sp|+———1.
n+1

1
(b) Montrer que pour tout n € N Vo, =V, = 5

(c) En déduire que la suite (V,;) ,en+ n'est pas bornée.

Exercice 6 (Des équations complexes).

b
1. Soit g€ Cet a,beNtels que a < b. Rappeler I'’expression sans Z de Z qk.
k=a

2. Soit n € N*. Enoncer le théoréme concernant les solutions de I'équation z" = 1.
Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2.
3. On considere I'équation :
(E) 1+2nzlz’“+z” = 0.
k=1
(@) Justifier que 1 n’est pas solution de (E).
(b) Soit z € C\{1}. Montrer que z est solution de (E) si et seulement si (z"" —1)(z+1) =0.

1+iu :
4. Soit ¢ € [0,27[. Résoudre, en fonction de ¢, I’équation T =e'? d’'inconnue u € C.
—iu

+iu

n
5. Montrer, sans les calculer, que les solutions de I'’équation ( ) =1 d’inconnue u € C, sont

1-iu
réelles.
+iu

. 1
6. Resoudre(
1-iu

n
) = 1. On précisera en particulier le nombre de solutions en fonction de 7.

7. Résoudre I'équation d'inconnue u € C:

() Hzni(uiu k+(1+iu)”_0
i \1—iu 1-iu)

On précisera le nombre de solutions en fonction de n.
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Correction du Devoir Surveillé 03 I

Correction de I'exercice 1 :

.. n n .. n . n .
1. NotonsS= Y x'*J.Oncommence par séparerles sommes: =) Y x'*/ =% x'Y xJ.
I1<i=j<n i=1j=i 21 jSi
n n n
. . n(n+1)
Six=1l,onaS=) Y 1=) (n—-i+l)=———
i=1j=i  i=1 2
n »l—x"’”l 1 n . . 1 n . oxntl oo
Six#l:S:ZxZL — le_er-H-l: ZxZZ_ 5!
i=1 1-x 1-xi3 l-xi3 1-x i3

n

_1\t+l 1\
Six:—l,S:§+—( D (-1 ).

4

1_x2n xn+2 1-x"
Enﬁn,six27$1:S:x2 — ( )
1-x01-x2) (1-x)?
En conclusion :
. nn+1)
o |six=1:S=——
n (-)"la-(p"
. six=—1:S=7+—( ) d-CH7
4
1_x2n xn+2 1—x"
o |six=1:5=x% - ( )
1-x01-x2) (1-x)?2
2. (a) Lediscriminant vaut A =1-4(1-i) = —3+4i.Oncherche a,beRtelsque A = (a+ ib)z, c’est-a-dire, a*-b? = -3,2ab=4et a®+b? =5.
) ) > ) —2i . 242i )
Donc a“ =1 puis a=+1 et b=+2. Donc A = (1 +2i)“. Les solutions sont donc ——ﬂetT:IﬁLl
(b) D’apres la question précédente, 28-9iz8-8=0 = (252 -9i8-8=0 = B =-ioul=1+i.
3inm i
Or—-i=e? etl+i=V2e+t.
3 . z . 2iknm
Doncz’=-i < ——=1|——|=1 < 3Fke[0,2] |z=ie 3 .
3im in
e 2 e?2
3 3 .
ya z . 2ikn
Puis, 22 =1+i < — = (7”) =1 <> 3ke[0,2] | z=2"6eifze"3
\/Eelj 21/661ﬁ
. 6 . 3 . 2iknm 1/6 i % 2ikn
Les solutions de z° —9iz” —8 =0sontdonc| ie 3 et2'°e’'12e 3 pourk=0,let2|
n-1 k _ n-1 r
3. (@) Commen=2,w#1,donc ) w"= ,etcommew” =0,| Y w*=0
k=0 - k=0
n-1 2k n-1 r
(b) D’apres la question précédente, Zcos(—):Re Y w|=0|
k=0 n k=0

— 2
© Soitke[0,n—1], lw* -1 =@*-Dwk-1= @ - D -1 =2- " +0™ :2—2cos(%).

D’apres la question précédente,

n-1
Y ok -12=2n|
k=0

Correction de I'exercice 2 :

1. On passe par les formules d’Euler :

310 3210 =10 4 3610 o=2i0 _ o=3i6 B 2isin(360) — 6isin(@)

i0
sin®(9) = (e

1
Donc/| sin3 0) = Zsin(@) 7 sin(30) |

i0 _ o—i6\3
2i

—-8i —-8i

2. Soit neN* et x € R. On utilise la question précédente :

_ sin(3x) sin(3"*1x)

Ainsi, X) =
gn(x) 4 4x3n

sin(3Fx) - %sin(?)k“x)

Les)

gn(x)

1. 30 1sin(3"*1x)
=-sin(8x) -~ ————
4 4 3n
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. ol 1 sin@"lx 1 . 1
3. Soit x € R. Comme pour tout n € N, -1 <sin3"" 'x) <=1l,ona —— < ————— < —. Puis, + — —— 0, donc par encadrement,
3n 3n 3n 3% p—+too
sin(3"*1x)
3n n—+oo
b . . sin(3x)
D’apres la question précédente :| gy (x) ——— .
n—+oo 4
Correction de I'exercice 3 :
. R . . 1+1i zZ+1i z+iz iz+1
1. On fait bien stir un dessin.Ona| zy =iz, zp = T,ZQ= T'ZR: etzg = X

iz+1-1-i i(z-1 — — T
°pS X ) =i, donc on obtient PS a partir de PQ par rotation d’angle —.

2. Ona: — = - — =
255 zZ+i—-1-1i z—1 2
ZQR z+iz—z—-i i(z—-1 ; R — . — . T
On a aussi: &— - — = ( )=—l,doncon0bt1ent QR apartir de QP par rotation d’angle ——.
zQp 1+i—-z-i 1-z 2
Ainsi,| PQRS estun carré |.
ireif —; _ retf —1

3. Oncalcule PS= IZFSI = D

2
(rem 71)(re_"9 -1) _ r2- r(eig +e_i9) +1 _ r2 —2rcos(0) +1

1 .
Donc l'aire du carré vaut of = PS? = = Irele —1|2 = =
4 4 4 4

Donc laire est maximale lorsque cos(f) est minimal, c’est-a-dire lorsque| 6 = —n[27] |.

Correction de I'exercice 4 :

n
1. Soita,beCetneN.Alors (a+b)" =Y (Z)ukbn_k.

k=0
2 si=[1) ;] -2 ere 5]

el

(:) :6+4+1,d0nc.

6 6 6 6
S3 = + + + =20+15+6+1,d S3 =42 |
=)0+ ) one 5 =]

2 2n
2n 2n
3. Soit n € N*. D’aprés Newton, Z = Z 1kn=k —p2n |
k=0 k k=0 k

(2;) '

n 2n n

4. (a) Soit neN*.Posons j =2n-i,desorte que: Sy Z (2 ,), et par symétrie du triangle de Pascal,| S, = Z
—o\2n—j =

= Jj=0

n 2n n 2n
(b) Soit neN*. D’aprésla question 3, 22" = ( ) y ( k) Y (an) =y (2:) +) (an) - (2:)

k=0 k=n+1 k=0 k=n

D’apres la question précédente, 22" =28, + )

1(2n
Ainsi,| S, =221 4 7( ) .
2\ n

5. (@) Soit peN*.

oL [2p+2 11 @p+2! 1 1@p+2Rp+1)(2p)_ 1 1@p+D(2p)_ 1 2p+1(2p
PRLE0pe2 | pa1 | 2P A (pi(p+ Dl 2274 (p+1)2 p| 22r2 p+1 \p| 22p2p+2|p
2p+1(2
Ainsi, Up+l = L (p)
2p+2\p
(b) Initialisation : pour p=1, u; = 12| 1 et 1 > 1 _1 Dol uy < L
‘p p*;1*41*2; 3— 12 1_\/5.
o Hérédité : soit p € N*. Supposons que up <
\/2p+1
2p+1 2 +1 1 \/ +1
Onadonc up) = P up < P par hypothese de récurrence.
2p+2 2p+21/2p+ 2p+2
Comparons a
P \/2(p+l)+l \/2p+3
V2p+1
2pv2 _ \/2p+1,/2p+3
1 2p+2
V2p+3
4p%+8p+3 V2p+1 1 1
En mettant au carré, on obtient 2p_*OpTo < 1. Ainsi, veprl <———,donc Up] S —F——-
4p% +8p+4 2p+2 "~ \/2p+3 V2p+3
1
D’apres le principe de récurrence, | Vp e N*, Ups —— |
V2p+1
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1 (2n 1
(c) Comme pour tout p € N*, Up = —— >0 et —— —— 0, par encadrement, Up ——— 0l
22n 2p+1 p—+oo p—-+00
Correction de I'exercice 5 :
1. (a) | Pourtouta,beC, |a+b|<|al+|b| ‘
n n
(b) Posons, pour tout n =2, Py :«V¥zy,...,z20 €C, | Y 2| < Y lzgl».
k=1 k=1

o Initialisation : pour n = 2, c’est la question précédente.
o Hérédité : Soit n = 2. Supposons que 2, est vraie.
Soient z1,...,2,+1 € C. On pose a = z,4+1 et b= z] +---+ z». On applique I'inégalité triangulaire pour 2 complexes :

n+1 n
Y zg|=la+bl<lal+ bl =zpr1l+]| Y 2
k=1 k=1
D’apres &, on trouve :
n+1 n n
> zg| <lzparl+ Y lzgl= ) lzgl.
k=1 k=1 k=1

n

=Y Izl |

D’apres le principe de récurrence, | pour tout n =2, Vz1,...,z, €C,

n
>z
k=1

2. (a) SoitneN.Comme9¢0[2ﬂ],onaeig#I.Donc:
l(n+1)9 1(n+1)9 l(n+l)9
L_eitn+Do € : ) inp —2isin ({500
Sp = - = —e2 — ~ =~ 7
1-ef® 79( Te_ejg) —2isin(%)
o [ (n+1)6
ino sm("T]
donc| S, =¢ 2 ——
sin(g)
(b) SoitneN,
o (n+1)0
inf sm( 2 )
Zcos(k@) Re(Sy) =cos| — —
k=0 2 sin(i)
[ (n+1)8
inf sm( 2 )
Z sin(kf) =Im(Sp) =sin —
k=0 2 sin(é)
(c) PourtoutneN,ona
+1)0
up|in(®22)] o
[Snl=1|e 2 =
[sin(8)]  [sin(8)]
inf (n+1)0 1 ) - "
carle 2 |=1et|sin < 1. Donc en prenant M = 7,0nab1enpourt0utn€l\l,ISnISM.‘ La suite (S;,) est bornée |.
2 }sin %)‘
k.. k=1 _, . | N 2 | -
3. (@ SoitkeN*:Sp—Sp_1=) eli0 > el10 = ¢tk0 4 > 0 e 179 donc| Sy — Sp_; =e'k? |
j=0 j=0 j=0 j=0
(b) Soit ne N*. D’apreés la question précédente,
Sk —Sk—
Uy, = Z k kk 1
k=1
=k = K
_ ii_n_l Sj
= k ~0 j+1

=1 ]:1]+1 1 n+l1
:i(i_i)_ o on
sk k+1 n+1

o] 1 S
etcomme Sg =1, on trouve| Uy, = Y (7——)Sk—1+ n
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(c) D’apresla question 2c, pour tout k € N, |Si| < M, donc d’apres la question précédente et I'inégalité triangulaire pour tout n € N* :

n
1
Unl= ——— +1.
|Unl ,C; k k+1 n+1
Or, pour k € N* ! ! >0, donc
, pou y .- =20
p k +1
o1 1 o1 1 "ol L 1 1
LIkl Bk e Ak E kel e
k=1 + k=1 BRI = T W n+
Ainsi pour tout n € N* :
\Unl_(l——)M —+1=M+1
+1 +1
donc| la suite (Up) ,en* €st bornée ‘
1
4, (@ SoitneN*:V,i1—-Vy=—=20. Donc‘ (Vi) nen= st croissante ‘
n
2n
1 1 1 1
b) SoitneN*: Vs, -V, = —= + b —,
(b) an=tn k:zn:+1k n+l n+2 2n
1 1 1 1 1 n 1
Or,pourtoutkeln+1,2n], — = —,donc Vo, - V= —+ —+---+ — = — donc| Vo, - V= = |
p [ ]]k 2n =50 on 2n  2n n—in=5
(€) Si (Vy)uen* était bornée, comme elle est croissante elle serait convergente vers une certaine limite ¢ € R. Mais alors Va;, p—, l,
—+00

donc Vo, =V

0, ce qui contredit la question précédente. Donc| (V) n'est pas bornée |.

n—-+oo
Correction de I'exercice 6 :
b b 1-— qb—a+1
1 |Sig=1,Y g¥=b-a+letsig#1, Y q*=¢*———
k=a k=a 1- q

”
2. | Notonsw = e%. Lensemble des solutions de I'équation zZ" =1est {wk, kefo,n- 1]]} X

n-1
3. (a) Enprenantz=1, onobtient1+2 Z 1kr1=2n #0carn=2. Donc‘ 1 n’est pas solution de (E) |
k=1
n—-1 r 1 7zn—1
(b) Commez #1, Z zv = 217’ donc z est solution de (E) ssi :
k=1 I
Z1-o1 z2—1+22" =2z + 2"z
1+2271+z":0<z ; =0 = 2" 47" z-1=0 = ("-D(z+1) =0
z— z—
1+iu i i i i i
4. T =e'? <= 1+iu=e'?-iue'¥ = ui(l-%—e“'”) =e'?-1.
—iu
Si ¢ = m, alors I’équation s’écrit 0 = —2 et n’a donc pas de solution.
i 1+iu i elp-1
Si ¢ # m, alors e?#-1,donc —— =e'¥ <= u= (pi = tan(f) en factorisant par I’angle moitié.
1-iu i(e!?+1) 2

5. Soit u € C tel que (%)n = 1. En prenant le module, on obtient |1 + iul=1-iul", et comme x — x" est bijective de R4 sur Ry, [1+iu| =
1—iul
Ainsi, iu est a égale distance de 1 et de —1, donc i u est sur I'axe des imaginaires purs. Autrement dit, .

6. D’apres le théoreme sur les racines n-iémes de I'unité : (%)n =1 < Jkef0,n-1]| 1riu =e 2 . On remarque que pour k € [0, n—1],

1-iu
2km 2km n
—€e[0,2n,et — =7 < k=—.

D’apreés la question 4, on obtient alors les solutions :

. A kn .
e sinestimpair:tan|— [ pour ke [[0, n-— 1]], eton a n solutions;
n

km
e sinestpair: tan(—) pour k€ [0,n—1]\{n/2}, eton a n -1 solutions;
n

1+iu
7. Onremarque que 1 =1 < u=0.

n

C1+iu . R R
= 1. La premiere équation n’'a pas de solutions, et

; 1+iu
D’apres la question 3b, soit u € C*, u est solution de(E’) ssi T -1=¢e" ou (7
—iu

1-iu
la seconde est résolue dans la question précédente. En enlevant la solution « = 0, on trouve donc :

kn
e sinestimpair: tan(—) pour k€ [1,n—1], etona n—1 solutions;
n

kn
e sinestpair:tan (—) pour k€ [[1, n— 1]] \ {n/2}, et on a n— 2 solutions.
n
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