Mathématiques

Devoir Surveillé 04 I

(durée : 4 heures, sans calculatrice)

On fera attention a la qualité de la rédaction.
Soulignez ou encadrez les résultats et mettez en valeur les arguments importants.
La calculatrice est interdite.

Exercice 1 (Deux intégrales). On considere les intégrales :

V' 1+ u2d t]f
f wae m

1. (a) Justifier que I'’équation sh(x) = 1 posséde une unique solution réelle. On la notera a dans
la suite.

(b) Exprimer a al’aide de la fonction In.

(c) Montrer que pour tout x € R, ch?(x) —sh?(x) = 1.
2. Calculer J en posant u = sh(x). On exprimera le résultat en fonction de a.
3. Alaide d'une intégration par parties, obtenir une équation reliant / et J.

4. En déduire une expression de I en fonction de a.

Exercice 2 (Deux intégrales encore).

_ . _ . 2tan ()
1. Soit t € [0, —] . Justifier que sin(?) = ;
2 tan? (£)
1 1
2. Calculer I = f - dx.
0 X*—x+1
t
3. Calculer J = f —dt en posant u:tan(—).
2 —sin(t) 2

Exercice 3 (Un peu de logique).

1. Soient x, y € R et M € R. On considere l'assertion :
M
(A) x+y>M=max(x,y) > >

(a) Ecrire la négation de cette assertion.
(b) Ecrire la contraposée de (A).

(c) Démontrer la contraposée de (A).
(d) Que peut-on en déduire sur (A)?

2. Soit f: R — R une fonction. Montrer qu’il existe une unique fonction g : R — R et une unique
fonction h : R — R telles que g est paire, h est impaire et f = g + h.
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Exercice 4 (Des systémes linéaires).
Soient a, b € R. On considére le systeme :

x+by+az=1
(Sap):y x+aby+z=>b
ax+by+z=1.

1. Dans cette question, on prend a = -2 et b = —2. Résoudre le systeme (S_,,_») et interpréter le
résultat a 'aide d’intersections de plans et droites.

2. On prend maintenant a, b € R quelconques. Déterminer les valeurs de a et b pour lesquelles le
systeme est compatible.

Exercice 5 (Une équation différentielle linéaire).
Soit p une fonction continue de R dans R et 27-périodique. On considere I'équation différentielle :

(E)) y'+y=p@.

On désigne par ¢ la solution sur R de (E,) qui vérifie les relations ¢(0) = ¢'(0) = 0.
Pour x € R, on note :

X

G(x):f w(t)cos(r)dt et H(x):f w(t)sin(t)dt.
0 0

On pose enfin, pour tout x € R, F(x) = sin(x) G(x) — cos(x) H(x).
1. (a) Justifier que G, H et F sont dérivables sur R. Préciser F(0) et F '(0).
(b) Montrer que F est deux fois dérivable sur R et exprimer F”'(x) + F(x) en fonction de w(x).
(c) Justifier que F = ¢.
2. (a) Calculerla dérivée de x — G(x +2m) — G(x) etde x — H(x+2m) — H(x).

(b) Soit x € R. Exprimer G(x + 27) — G(x) en fonction de G(27) et H(x +27) — H(x) en fonction
de H(2x).

(c) Soit x € R. Exprimer ¢(x + 27) — ¢(x) en fonction de sin(x), cos(x), G(2r) et H(2m).

(d) A quelle condition nécessaire et suffisante portant sur G(2r) et H(2x), la fonction ¢ est-
elle 2r-périodique?

(e) Sans calculer ¢, la fonction ¢ est-elle 2z-périodique lorsque p(f) = sin(t)?

Exercice 6 (Des équations différentielles non linéaires).

Préliminaires
1. RésoudresurR:
. X y= X
Y 1+ x2 1+x2

2. Résoudre sur R’ :

,+1 _ln(x)
Y xy_ x
Partiel
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On appelle équation de Bernoulli une équation différentielle non linéaire du type :
y'=a@®)y+bx)y” (B)

ol p est un réel différent de 1, et a et b deux fonctions continues sur un intervalle 1.
On va donner une méthode pour en déterminer les solutions strictement positives.
Soit y: I — R* une fonction dérivable sur I et z = y' 7.

3. Justifier que z est dérivable sur I et calculer z' en fonction de y et y'.

4. Démontrer que y est solution de (B) si et seulement si z est solution de I’équation linéaire
Z=01-pax)z+(1-pbx) (LB).

On dit que (LB) est’équation linéaire associée a I’équation de Bernoulli (B).
5. (a) Ecrire (LB;) I'équation linéaire associée a 1'équation de Bernoulli :

2x 2x

!/
- +
1+x2y 1+x

y:

V7 (By).

(b) Quelles sont les solutions de I’équation (LB;) sur R?

(c) Parmi ces solutions, préciser quelles sont celles qui prennent des valeurs strictement po-
sitives sur tout R?

(d) Donner alors les solutions de (Bj) strictement positives sur R.

6. (a) Ecrire I’équation (LB,) associée a I’équation de Bernoulli :

;1 _ln(x) 9

=— B,).
y=y-— Y (B2)

(b) Quelles sont les solutions de I'équation (LBy) sur R} ?

(c) Parmi ces solutions, préciser quelles sont celles qui prennent des valeurs strictement po-
sitives sur tout R} 2

(d) Donner alors les solutions de (B,) strictement positives sur R7.
Partie I1
On appelle équation de Ricatti une équation différentielle non linéaire du type :
y' =ax)+bx)y+cx)y* (R)

ou a, b et ¢ sont trois fonctions continues sur un intervalle I.

7. Supposons que I'on dispose d'une solution particuliére de I’'équation (R) et notons la yy. Pre-
nons y une fonction dérivable sur I et posons z =y — yp.
Démontrer que y est solution de (R) si et seulement si z est solution d’'une équation de Ber-
noulli de 1a forme
Z=a®)z+c(x)z* (BR)

ol la fonction a sera exprimée a l’aide de b, c et yj.

8. Trouver une solution particuliére de I’équation de Ricatti ci-dessous :

0 2 Ry,

y' =—xIn(x) +

1
21 +—y-
n(x) o y

Quelle est I'’équation de Bernoulli (BR3) associée?
Ecrire un ensemble contenant une infinité de solutions dans (Rs).

LAS - Le Raincy 3/7 Devoir Surveillé 04



Mathématiques

Correction du Devoir Surveillé 04 I

Correction de I'exercice 1 :

1. (a) Lafonction x— sh(x) est continue et strictement croissante sur R avec sh(x)
X

+oo. D’apreés le TBM, sh réalise donc une bijection
TOO

de R sur R. Donc 1 a un unique antécédent par sh, autrement dit, ‘ I'équation sh(x) = 1 a une unique solution réelle |.

X _a—X

e
(b) sh(x)=1 < =1 e ef-e ¥ =2 e 2 2e¥-1=0.0rX?-2X-1=0 < X=1-v2o0uX =1+V2. Comme

2
1-v2<0,0onae®=1+v2 et| a=In(1+v?2) |

(©) Soit x €R,| ch®(x) —sh?(x) = (ch(x) +sh(x))(ch(x) —sh(x)) =e*e ¥ =1 ‘
2. Onadu=ch(x)dx, etcomme u=1 < sh(x) =1 < x=a, on obtient:
@ ch(x)

V1+sh?(x)

dx

D’apres la question 1c et comme ch est positive,
@ ch(x)

ch? (x)

a
:f 1dx
0

dx

Donc .

3. Onpose f(x) = V1+x2 et g(x) = x de sorte que f’(x) =

et g’ (x) =1 et on fait une IPP :

x
V1+x2

I=|x ler2
[ \/1+x2
1—1
v f x2+
\/1+x2

L |
:\/i—f \/1+x2dx+f dx
0 0 V1+x2

=V2-1+]
2+
donc| I = v2+] X
2
R . - 2+a
4. D’apres les questions précédentes, | I = 5

Correction de I'exercice 2 :

T t
1. Comme € [0, 5 ], cos (5) ne s'annule pas, donc

sin(t):ZSin(é)cos(E):ZSin(%) g(t)zztan(%) 2tan(%()

cos =
r 1 t
2 cos (%) 2 (3] 1+tan? ()
. ) 2tan(4)
donc on a bien| sin(#) = — |
1+tan? (%)
. 2 12 3 .
2. Onmet sous forme canonique : x“ —x+1= xfi +Z’d0u
4 1 1
Izgf 5 dx
0 4 1
i(x-3) 1
4 ! 1
== d
3[0 (2x—1)2+1 *
V3
2
——Zﬁfl v3 dx
"3 b (2x—1)2+1
V3
*% arctan(zx_l)]1
3 v3 Jlo
_2\/§(ﬂ 7'[)
3 6 6
2nv3
Donc| I = f R
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D’apres la premiére question :

]_fl 1 2du
- _ _2u 2
02 1+u? T+u

1 1
=f ————du
0 u“—u+l

1 t 2d
3. Onadu:7(1+tan2(7))dt,doncdt: u .
2 2 1+u?

2nv3
D’apres la question précédente,| J=1= 9\[ .
Correction de I'exercice 3 :
M
1. (@ |NON (A) < |x+y>MET max(x,y)s;

M
(b) max(x,y)s?:nﬁysM .

M M M M M
(c) Supposons que max(x,y) < —.Alorsx< —ety< —.Doncx+y< —+ —.
2 2 2 2 2
M
Donc| max(x,y) < ? =>x+ys=M|
(d) Comme la contraposée de (A) est vraie, .
2. e Analyse : soient g: R — R et h: R — R telles que g est paire, & est impaire et f = g+ h. Alors pour tout x € R, f(x) = g(x) + h(x) et
f(=x) = g(x) — h(x). Ainsi, pour tout x e R, g(x) = W et h(x) = w
« Synthese : on pose pour tout x € R, g(x) = W et h(x) = w On a bien g + h = f et on vérifie que g est paire et h

impaire.
Ainsi, il existe une unique fonction g : R — R et une unique fonction / : R — R telles que g est paire, i est impaire et f = g+ h.

Correction de I'exercice 4 :

1. Onapplique le pivot de Gauss :

x—2y-2z=1 Ly —ILp—1Ly x—2y-2z=1 x—-2y-2z=1 x=1+2z+2y=z2
X+4y+z=-2 6y+3z=-3 L3 —L3+Lp{6y+3z=-3 — 1 1

L3 —L3+2L = y=—--z—- -
—2x-2y+z=1 = —-6y—-3z=3 0=0 2 2

1 1 1
Ainsi, I'ensemble des solutions de (S_ _») est {(z, . Ez, z) ,Z€E [R} = {(0, —5,0

1
+ z(l, -3 1) ,ZE [R{} . Les trois plans se coupent donc le

1 1
long de la droite passant par (0, - E’O) et dirigée par (1, ~5 1).

2. Prenons a et b quelconques :

x+by+az=1 Lo Lo — L x+by+az=1 x+by+az=1
x+aby+z=b L2 LZ aL‘ (b-ab)y+(1-az=b-1 L3—Ls—Ls4 (b—ab)y+(1-a)z=b-1
«— - —
ax+by+z=1 3TE ! (b—ab)y+(1—a2)z:l—a (a-—a¥z=2-a-b
Comme a-a®*=0 < a=0oua=1ona:
e sia=0,et2—b#0,lesysteme est incompatible;

x+2y=1

e sia=0et2-b=0,S,), < { qui est compatible;

2y+z=1
e sia=1etl-b#0,lesysteme estincompatible;
e sia=letl-b=0,S,), < x+y+z=1quiest compatible;

x+by+az=1 x+by+az=1
2—a-b 2—-a-b b-1
e sia#0,1 alors Sap = bl-a)y=-——+b-1 — by:ia(l—a) +1—a , donc si b = 0, la deuxiéme équation
2—-a-b 2—-a-b
= ——— e —
a-a? S

s’écrit 0 = —2 donc le systeme est incompatible et si b # 0, le systeme est compatible.

Pour résumer, le systéme est compatible si:| a=0etb=2oubiensia=1etb=1oubiensia#0,1etb#0 |

Correction de I'exercice 5 :

1. (a) Comme t— p(t)cos(t) est continue sur R, d’apres le TFA, G est 'unique primitive de cette fonction qui s’annule en 0. En particulier, G
est dérivable surRet Vx e R, G (x) = 1(x) cos(x).
De méme H est dérivable sur R et Vx € R, H' (x) = u(x) sin(x). Enfin, F est dérivable sur R par opérations, et Vx € R, F'(x) = cos(x) G(x) +
sin(x) G’(x) +sin(x) H(x) — cos(x) H’(x) = cos(x)G(x) +sin(x) H(x).

Donc‘ G, H et F sont dérivables sur R et F(0) =0 et F'(0) =0 ‘
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(b) D’apres la question précédente, pour tout x € R, F'(x) = cos(x) G(x) + sin(x) H(x), donc F’ est dérivable par opérations. De plus, pour
tout x € R,
F'(x) = —sin(x)G(x) + cos(x) G’ (x) + cos(x) H(x) + sin(x) H' (x)

=—F(x)+pux) cos? (x) + 1(x) sin? (x)
=—F(x)+ p(x).

Donc| Vx € R, F"(x) + F(x) = p(x) ‘

(c) D’apres la question précédente, F est solution de (Eu). De plus, F(0) = ¢(0) =0et F(0) = (p’(O) =0, donc F et ¢ ont les mémes condi-

tions initiales. Ainsi, .

2. (a) Soitg:x— G(x+2m)—G(x). Cette fonction est dérivable surRet Vx € [Rz,‘ g’(x) =G (x+2m) -G (x) = L(x + 27m) cos(x +2m) — pu(x)cos(x) =0

car et cos sont 2r-périodiques.

De méme la fonction h : x — H(x +2m) — H(x) est dérivable et pour tout | x € R, n(x)=0|

(b) Comme g’ est nulle sur R, g est constante sur R, donc g(x) = g(0), ce qui donne’ G(x+2m) - G(x) =G2n) - G(0) = G2n) |

Deméme| H(x+2n)— H(x) = H2nm) |

(c) D’apresla question 1c,

@(x+2m) —p(x) = F(x+2m) — F(x)
= sin(x) G(x +2m) — cos(x) H(x + 27) — (sin(x) G(x) — cos(x) H(x))
=sin(x)(G(x +27m) — G(x)) — cos(x) (H(x +2m) — H(x))

et d’apres la question précédente, | ¢ (x + 2m) — @(x) = sin(x)G(2w) — cos(x) H(2m) |

(d) Lafonction ¢ est 2r-périodique ssi pour tout x € R, sin(x) G(2m) — cos(x) H(2m) = 0.
Dong, si ¢ est 2n-périodique, en particulier, pour x =0, on a —H(27) =0, donc H(2w) =0, et pour x = %, G(2m) =0.
Réciproquement, si H(27) = G(27) =0, on a bien Vx € R, sin(x)G(27) — cos(x) H(2m) = 0.

Ainsi,‘ @ est 2m-périodique ssi G(27) = H22m) =0 ‘

27 1 - cos(21)

2m 1
(e) Prenonspu:t— sin(t).Alors H2rw) = f sin?(ndr = f dt=mn— 1 [sin(2 t)](z)” =n.Comme H(2r) #0,| ¢ n'est pas 2n-périodique |
0 0

2
Correction de I'exercice 6 :
xoy 1 5
1. Ona ——dt==In(1+x)+ ¢, donc
1+1¢2 2
X _1 2 A
Y+ y=0 <> JAeR|VxeR y(x)= Ae 20+ -2
1+x2 N

On remarque que yp : x — 1 est solution de I'’équation. Donc

12 X

+ = +1.
Y 1+x2y 1+ x2

< JAER|VxeR, y(x) =

A
V1+x2

x
2. On af %dt =1In(x) + ¢, donc

1 A
Y +=y=0 << JA€R|VxeR}, y(x) = Ae ¥ = =
X X

s(x) . \ . . .
On cherche yp : x— —— solution de I'équation en faisant varier la constante :
X

1 In(x) sSx-s(x) s Inx)
= = ———+ =

y})+;yp— — §'(x) =In(x).

X x2 x2

Or, en intégrant par parties,

X X
fln(t)dt=[tln(t)]x—f 1d¢t=xIn(x) - x+c,

donc yp : x — In(x) — 1 est solution de I’équation. Enfin,

;1 In(x) " A
y +;y:7 — EIA(—:R\Vx€R+,y(x):;+ln(x)—l.

3. Comme x— x' 7P = e1=P)IN®) egt dérivable sur R: et y est dérivable sur I a valeurs dans R, | z est dérivable sur ‘

Deplus,| Vxe L, 2 (x)=1-p)y )y Px) |
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4. Comme y est strictement positive sur I :

y estsolution de (B) <= Vxel, y/(x) =a(x)yx)+ b(x)y’” (x)
= Vxe Ly 0y P =ax)y P (x) + bx)
Z'(x)

— Vxel,l

=a(x)z(x) + b(x)

— Vxe I,z (x)=(1-pla®)z(x)+ (1 - p)b).

Donc| y est solution de (B) ssi z est solution de (LB) |

5. (a)

(c)

(d)

(b)

donc

o 1 = 2x ¢ b(x) 2x
map=—,a(x)=- etb(x) = )
P=3 1+x2 1+x2

d=c 4+ = (LBy)
To1+x2 1+x2 !

D’apres la question 1, les solutions de (LBj) sur R sont les fonctions| z: x —

A+V1+x2

Prenons AcRetz:x— ————.0Onveut Atelque VxeR, A+ V1+ x2 >0, c'est-a-dire que —A est un minorant de la fonction

V1+x2
x— V1+x2,

En particulier, pour x = 0, on obtient A > —1. Puis, comme pour tout x e R, V' 1+ x2=1,si A>—1,onabien A+ V1+x2>0.
Donc les solutions a valeurs strictement positives sont celles telles que .

+1,avec AeR |
1+x2

1
Soit y:R— R} et z=y2.D’apres la question 4,

y est solution de (By) <= z est solution de(LBj)

<~ JA>-1|VxeRz(x) = +1.

A
V1+x2

A )2
+1

V1+x2

— |JA>-1|VxeR y(x) =

In(x)

1
Onap=2, a(x):;etb(x):— , donc

, 1 In(x)
Z =——z+—— (LB))
X X

A
D’apres la question 2, les solutions de (LB) sur [Ri sont les fonctions| z: x— — +In(x) —1,avec AeR |
X

A A
Soit A€ Ret z: x — — +In(x) — 1. On veut A tel que Vx € R}, — > 1-In(x) ou encore A > x — xIn(x). la fonction g : x — x — xIn(x)
X x

est dérivable sur [Rij, etVxe [Rifr, g'(x) = —In(x). Donc g est croissante sur ]0,1] et décroissante sur [1,+oo], ce qui donne Vx € [Ri,
g(x) < g(1) = 1. Ainsi, z est strictement positive sur R} ssi A> 1.

Donc les solutions a valeurs strictement positives sont celles telles que ,
Soit y:R— R} etz= y_l. D’apres la question 4,

y est solution de (Bp) <= z est solution de (LB))

A
< JA>1|VxeR],z(x) = = +In(x) - 1.
x

A -1
< |3IA>1|VxeR],yx) = ;+ln(x)—1)

7. Remarquons que z est dérivable sur I par opérations et Vx € I

¥ (0) - a(x) - bx)y(x) — c(0 ¥ (x) = 2 () + Y5 (%) — a(x) = b(x)z(x) — b(x) yo (x) - c(x)z2(x) - C(x)y(z) (x) =2¢(x) yo () 2(x)

=2 (1) = (b(x) +2¢(0) y0) 2(x) — c(x) 2% ()

car yp est solution de (R).
Ainsi, en posant pour tout x€ 1, z' (x) — a(x) z(x) + c(x)z2 = y’(x) —a(x)-bx)y(x)— c(x)y2 (x), donc y est solution de (R) ssi z est
solution de (BR).

8. Onremarque que est solution de (R3).

D’apres la question précédente, | (BR3) : ==z
X

A -1
D’apres la question 6d, | pour tout A > 1 les fonctions y: x — x + (f +In(x) - 1) sont solutions de (R3) |
X

1 In(x) 2
X

. Autrement dit, on retrouve (Bp).
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