Développements limités - Exercices

Exercice 1. Déterminer les développements limités suivants :

x X 2
1. DL4(0) de xcos;x) —e 7. DL4(0) de xe*In(1+ x) 14. DL, (0) de ln(l + li )
. v/ X
2. DL,(0) desm(——x) 8. DL,(0) de 1+x
4 : 2 VAitx 2(1-x)
PERNPE X 15. DL4(0) de arctan( )
3. DLy(0) de — 9. DL3(0) de /1 +sin(x) 1+4x
L1
et 1 10. DL4(0) de (1 +sinx)* 16. DLy(0)de \/1+V1+x
4. DLs(0) de 11. DLy (0) deln[ 30 In(1 +x)
T » DLa() deln 17. DLy(0) de ———
> DL3(E) de cos(x) 12. DL4(0) deIn(1 + x° + x%) 2
6. DL3(1)de vV1+x 13. DL5(0) de v/cos(x) 18. DL, (1) de e
Exercice 2. Déterminer un équivalent simple des suites de termes généraux :
1 nfeos (2 2. 2y VaF1-vi1 , Inn+D)-Inn
n vVn+1l-yn
Exercice 3. Déterminer les limites suivantes :
V1t2x— -1 In2x? -1
1. lim Y1220+ 4. tim Y )
X—0 x2 x—1 Inx x—1 xy/x-1
1
2. lim - . 5 1
x—0 ln(1+?c) arctan x 7. xl_l,rPoox_x ln(1+;)
_ eF_esinx . In(Ql+x)-sinx
3. lim ——— 5 lim —
x—0 x—sInx x—0* tanx —x

Exercice 4. Soit a € R et f une fonction définie au voisinage de a.
fla+2h)-fla+h)
h

1. On suppose que f est dérivable en a. Déterminer la limite de lorsque & tend vers 0.

fla+h)+ fa-—h)-2f(a)

2. On suppose que f est de classe 42 au voisinage de a. Déterminer la limite de 2

lorsque h
tend vers 0.

Exercice 5. On considere la fonction f définie sur ] —oo, 1[ par:

In(1—-¢
f= —y site]—-o0,0[U]0,1[, et f(0) =1.
Donner le développement limité de x — In(1 — x) au voisinage de 0 a I'ordre 2.
En déduire que f est continue en 0.
f est-elle dérivable en 02 Si oui, préciser le nombre dérivé f'(0).
Calculer pour tout x de ]—o0,0[U]0, 1], f’(x).

ok L

Prouver que la fonction f est de classe € sur ]—oco, 11.

Exercice 6. On considere la fonction g: x — x*.
1. Justifier que g est dérivable sur ]0, +ool.
Montrer que g est prolongeable par continuité en 0. Est-elle dérivable en 0?
Dresser le tableau de variations de g.
Déterminer I'’équation de la tangente au point d’abscisse 1 a la courbe représentative de g.
Déterminer un développement limité a 'ordre 2 en 1 pour g.

Déterminer la position relative de la tangente au point d’abscisse 1 par rapport a la courbe représentative de g.

N e wDN

Représenter sur I'intervalle ]0, 2] la courbe représentative de g et la tangente obtenue précédemment sur le méme
graphique.
On donne e = 0,37 et g(efl) ~0,69.
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Exercice 7. 1. Soit f(x) = — —. Montrer que f se prolonge en 0 en une fonction dérivable, puis étudier la position
X

sinx
relative de ¢’ par rapport a sa tangente en 0.
A . f . _ 2x?
2. Méme question pour la fonction g(x) = e
R . . In(1+x)—-1n2
3. Méme question pour la fonction h(x) = e en 1.

x+1
Exercice 8. 1. Soit f(x) =x 1 Montrer que ¢’y admet une asymptote oblique T en +oo, puis étudier la position
V x—

1
relative de ¢ et T. (On pourra effectuer le changement de variable X = — et faire un développement limité de f
X

lorsque X — 0).
3
2. Méme question pour la fonction g(x) = ————.
d P 8 x*-x+1
3. Méme question pour la fonction h(x) = .
1-ex

Exercice 9. 1. Soit I un intervalle contenant 0 et f une solution sur I de I'équation différentielle : y’ = 1—2y? vérifiant
fO)=1.
(a) Justifier que f est de classe € sur I et en déduire que f' admet un DL a tout ordre en 0.
(b) On pose f'(x) Z,at bx +cx? + o(x?).
i. Déterminerle DL3(0) de f al’aidede a, b et c.
ii. Déterminer alorsle DL,(0) de 1 —2(f (x)2.
iii. En déduire les valeurs de a, b et ¢, puis le DL3(0) de f.
2. Enremarquant que tan’ = 1+ tan® déterminer le DL5(0) de tan.

Exercice 10. Soit f : R — R définie par f(x) = xe* pour tout x € R.

1, +o0o[. On note W sa réciproque.

1. Justifier que f réalise une bijection de [-1, +oo[ sur [-e~
2. Justifier que W admet un développement limité a tout ordre en 0.

3. Déterminer un DL,(0) de W.

Exercice 11. Soit f:] —n/2,7/2[— R définie par f(x) = 2tan(x) — x.
1. Montrer que f est une bijection et que f~! est de classe € sur R.
2. Justifier que f! est impaire.
3. Calculerle DL4(0) de f -1

Exercice 12. 1. Montrer que pour tout n € N, 'équation x° + nx = 1 admet une unique solution dans R. On la note x;,.

1
2. Montrer que pour tout n € N*, 0 < x, < —.
n

1 1 1 1 1
3. Montrer que x, = —+o0 —) puis que x, = — — — +0(—4).
n n n n n

Exercice 13. On considére I'équation x" = x + n pour n = 2.
1. Montrer qu'il existe une unique solution x, dans R, .
2. Justifier que pour tout n =2, x, = 1.
3. Justifier que (x,) converge et déterminer limx,, = ¢.
4

. Déterminer le signe de f;,+1(x,) pour tout n = 2 et en déduire la monotonie de (x).

In(n)
5. Montrer que In(x,) ~ at

6. En déduire un équivalent de x,, — ¢ quand n — +oo.

Exercice 14. Soit (1) ,en- 1a suite définie par 1) = 1 et pour tout 7 € N*, 1,11 = In(n + uy,).
1. Montrer que pour tout n € N*, u, = 0.
2. Montrer que (u,) diverge vers +oo.
3. (a) Montrer que pour tout n =2, u, < In(2n).

(b) Montrer que u, ~In(n).

In(n)
4. Montrer que u, —In(n) ~ .
n
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