Controle de cours

Controle de cours 15 - Polynémes - Sujet A
Jeudi 6 mars 2025

Question 1 (1 pt)
Enoncer le théoréme de la division euclidienne pour les polynémes.
Soient A, B € [K[X] avec B non nul. Il existe un unique couple (Q,R) € (K[X])? tel que A=BQ+Ret
deg(R) < deg(R). 0]
Question 2 (1 pt)
Soit a € K[X] une racine de P € K[X]. Donner la définition de la multiplicité de a.
La multiplicité de « est le plus grand entier m € N* tel que (X — a)™|P. 0
Question 3 (1 pt)

Enoncer la formule de Taylor pour les polynémes.

n P(k)(a:)
Soit PeK[X] dedegré neNetacK.OnaP=)_ 5
k=0 K

(X - a)k. 0

Question 4 (1 pt)

SoitP=a,X"+a,_1 X" '+...+ a1 X+ apun polyndome de C[X] dont les n racines sont a;, @y, ..., ay.
Exprimer en fonction des coefficients :
ap-1 ao

;alxazx...xan:(—l)n_
n an

at+art+---t+a,=—

Question 5 (1 pt)

Quels sont les polynémes irréductibles de R[ X]?
Ce sont les polyndmes de degré 1 et les polyndmes de degré 2 de discriminant strictement négatif. []

Question 6 (1 pt)

Quels sont les polynémes irréductibles de C[X]?
Ce sont les polynomes de degré 1. U

Question 7 (1 pt)

Enoncer le théoréme de d’Alembert-Gauss.
Tout polyndéme de C[X] non constant admet au moins une racine complexe. 0

Question 8 (4 pts)

Déterminer toutes les racines du polynome P = X° —3X*—2X®+14X? —15X +5, en commencant par
chercher une racine évidente et sa multiplicité.

On commence par remarquer que P(1) = P'(1) = P"(1) =0 et P® (1) #£0, donc 1 est racine de multi-
plicité 3 de P. Ainsi (X —1)3|P.

On pose la division euclidienne de P par (X —1)® = X®-3X? +3X — 1, et on trouve un quotient qui
vaut X* -5 = (X - V5)(X + V5).

Ainsi les racines de P sont 1, V5 et —V/5. OJ

Question 9 (3 pts)
1

x—D(x+2)(x+3)

On commence par faire la décomposition en éléments simples de

Déterminer une primitive de x —

1 _a N
X-D(X+2)(X+3) X1
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b c
+ )
X+2 X+3

1 1

On applique la méthode du cours et on trouve a = Pk b= -3 etc= e

1
Une primitive est donc x — Eln|x— 1| — gln|x+2| + Zln|x+3|.
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Controle de cours 15 - Polynémes - Sujet B
Jeudi 6 mars 2025
Question 1 (1 pt)

Enoncer le théoréme de la division euclidienne pour les polynémes.
Soient A, B € K[X] avec B non nul. Il existe un unique couple (Q,R) € (K[X])* tel que A= BQ +R et

deg(R) < deg(R). 0
Question 2 (1 pt)

Soit @ € K[ X] une racine de P € K[X]. Donner la définition de la multiplicité de a.
La multiplicité de a est le plus grand entier m € N* tel que (X — a)™|P. ([l

Question 3 (1 pt)

Enoncer la formule de Taylor pour les polynomes.

n P(k) ()
Soit Pe K[X] dedegré neNetaeK.OnaP=)_ X
k=0 &

(X — a)k. O

Question 4 (1 pt)

Soit P=a,X"+a,_1 X" '+...+ a1 X+ apun polynéme de C[X] dont les n racines sont aj, @y, ..., @,.
Exprimer en fonction des coefficients :

an-1

ap
jar Xy X xay=(-1)"—
n ap

A +az+-t+a,=—

Question 5 (1 pt)

Quels sont les polynémes irréductibles de R[ X]?
Ce sont les polynomes de degré 1 et les polynomes de degré 2 de discriminant strictement négatif. []

Question 6 (1 pt)

Quels sont les polynémes irréductibles de C[X]?
Ce sont les polynomes de degré 1. U

Question 7 (1 pt)

Enoncer le théoréme de d’Alembert-Gauss.
Tout polyndéme de C[X] non constant admet au moins une racine complexe. L]

Question 8 (4 pts)

Déterminer toutes les racines du polynome P = X°-3X*+8X?-9X +3, en commencant par chercher
une racine évidente et sa multiplicité.

On commence par remarquer que P(1) = PP =P"1)=0et P(S)(l) # 0, donc 1 est racine de multi-
plicité 3 de P. Ainsi (X — 1)%|P.

On pose la division euclidienne de P par (X —1)3 = X3 —3X? + 3X — 1, et on trouve un quotient qui
vaut X* -3 = (X - v3)(X + V3).

Ainsi les racines de P sont 1,V/3 et —V/3. O

Question 9 (3 pts)
1
(x+D(x—-2)(x+3)

On commence par faire la décomposition en éléments simples de

Déterminer une primitive de x —

1 a
X+DH)(X-2)(X+3) X +1 "
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b c

—+ .
X-2 X+3 ] ] I
On applique la méthode du cours et on trouve a = ~5 b= e etc= o’
o 1 1
Une primitive est donc x — —61n|x+ 1]+ Eln|x—2| + Eln|x+3|. OJ
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