Contrdle de cours

Controéle de cours 16 - DL - Sujet A

Jeudi 13 mars 2025

Question 1 (1 pt)

Enoncer la formule de Taylor-Young.

Soit f : I — R une fonction de classe €" et a € I. Alors f admet un DL,(a) et f(x) o fla)+ (x—

2 n
X—a X—a
a)f'(a)+%f”(a)+---+%f(”)(apro((x_a)n). .
n!
Question 2 (6 pts)
Donner les développements limités usuels en 0 a I'ordre 7 :
2 3 n
X X
l.e¥ = 14x+=—+—+---+—+0(x")
x—0 2! 3! n!
53 5 2n+1
2.sin(x) = x——+—+--+(-1D" (x2n+2)
x—0 3! 5! 2n+1)!
2 4 x2n
3.cos(x) = 1——+—+---+(-1D" +0(x2n+1)
x—0 21 4 2n)!
3 5 2n+1
x° X X
4. sh(x) = x+—+—+ 4+ —— (x2n+2)
x=0" 3l 5 2n+1)!
2 4 x2n
5. ch(x) = 1+ —+4+—+---+ +0(x2n+1)
x—0 2! 4! 2n)!
1
6. — = 1+x+x2+~~+x”+o(x”)
1—x x—0
2 3 n
x° X X
7. Inl-x) = x—————+--— _+0(xn)
x—0 2 3 n
1
8. — = 1-x+x°—+(-1"x"+0(x")
1+ x x—0
2 3 n
X X X
9 Inl+x) = x——+ ——---+ (-1 n_l_+0xn
( )x—>0 2 3 (=1 n ( )
ala—1 ala—1)...(a—n+1
10. 1+x)° :01+ax+¥x2+...+ ( ) E )x”+0(x”)
= : n!
3 x5 &7 2n+1
11. arctan(x) = x——+ —— — 4.+ (=" +0(x2n+2)
x— 3 5 7 2n+1
3 2x5
12. (al'ordre5) tan(x) = x+ —+ — +o0(x°) 0
x— 3 15

Question 3 (3 pts)

Déterminer le développement limité de f: x — V1 + xIn(1 + x)
V1+ xalordre 1 car le terme prépondérant de In(1 + x) est x.
2

vV1i+x
X—
Donc v1+xIn(l+x) =
x—>

x(1+o0(x)) :0 X+ o(xz).

X * +0(x2)
2 .

(1+x/2 4+ 0(x)(x - x%/2 + 0(x%)
X

1
l1+—x+o(x)etln(l+x) =
0 2 x—0

—

al’ordre 2 en 0. Il suffit de développer

x1+x/2+o0x)1—-x/2+0(x) =
0 x—0
]
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Contrdle de cours

Question 4 (3 pts)

1
Déterminer le développement limité de f: x — T=sind al'ordre 3 en0.
—sin(x

. . 1 . .
Comme sin(x) ~, o on développe I =, 1+ u+ u® + u® + o(u®) puis on compose. On a besoin de
xX— — U u—

développer sin a ’ordre 3 et de calculer son carré et son cube :
sin(x) :o x—=x316+0(x%)
X—
sinz(x) = X+ o(xs)
x—0
sing(x) = 3+ o(xg).
x—>01
Donc—— =1 +x—x36+x2+x3+ 0(x3) = 1+x+x°+5x3/6+ o(xg). O
1 —sin(x) x—0 x—0

—
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Contrdle de cours

Controéle de cours 16 - DL - Sujet B
Jeudi 13 mars 2025

Question 1 (1 pt)

Enoncer la formule de Taylor-Young.
Soit f : I — R une fonction de classe €" et a € I. Alors f admet un DL,(a) et f(x) o fla)+ (x—

— 72 _a\n
mf%m+ffzﬁLf%ayw~+EfZ?Lfm%m+oux—aWy 0

Question 2 (6 pts)

Donner les développements limités usuels en 0 a I'ordre 7 :
2 3 n
x° X X
l.e¥ = 14x+=—+—+---+—+0(x")
x—0 2! 3l n!
3 45 2n+1

2. sin(x) = x——+_+...+(_1)n
a0 3l 5l @n+ 1)

2 x4 2n

X
3.cos(x) = 1——+—+---+(-1D"
x—0 20 4! (2n)!

3 x5 2n+1

X
4. sh(x) = x+—+—+---+ +0(x2n+2)
x—0 3! 5! Cn+1)!

2 x4 xZ n

X
5. ch(x) = 1+ —+4+—+---+
x—0 20 4l 2n)!

( 2n+2)

+o0 (x2n+1)

2n+1)

+o(x

1
6. —— = 1+x+x*+--+x"+0(x")
1—x x—0

2 x3 lxn
9. In(1+x) = x——+——--+(=D"""—+o(x"
( )x—>0 2 3 1) n ( )

a(a_l)x2+...+ a(a—l)...(a—n+1)xn+0(xn)

10. 1+x)% = I+ax+
x—0 ! n!

3 x5 «7 nx2n+1
11. arctan(x) = x——+———+---+(=1)
x—0 3 5 7 2n+1

+0 (x2n+2)

3 2x5

12. (alordre5) tan(x) = x+ —+ — + 0(x) O
x—0 3 15

Question 3 (3 pts)

Déterminer le développement limité de f: x — In(1-x) al’ordre 2 en 0.
+X
-1/2 5

Il suffit de développer (1 + x) al'ordre 1 car le terme prépondérant de In(1 — x) est —x.
2

-1/2 _ _1 _ _ 2
1+ x) =1 x+o(x)etln(l-x) = —x + o(x°).
x—0 2 x—0 2

Donc Inl+x) = (1—x/2+0(x))(—x—x2/2+0(x2)) :Ox(l—x/2+0(x))(—1—x/2+0(x)) :0
X— X—

1+x x=0
x(—1+o0(x)) :0—x+0(x2). O
x—>
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Question 4 (3 pts)

Déterminer le développement limité de f : x — e*"™ 2 I'ordre 3 en 0.

Comme sin(x) 0 x, on développe e" = 1+ u+u?/2+u16+o0(u’) puis on compose. On a besoin
X— u—

de développer sin a I'ordre 3 et de calculer son carré et son cube :

sin(x) :0 x—x3/6+ 0(x3)
x—>

sinz(x) :0 x°+ 0(x3)
x—>

sin®(x) = 2+ o0(xd).
x—>

sin(x)

Donce = 1+x—x3/6+x2/2+x3/6+0(x3) :01+x+x2/2+0(x3). O

x—0 xX—
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