Mathématiques

Correction du Devoir sur temps libre 6 I

Correction de I'exercice 1 :

. . -6 384
1. Formules coefficients-racines: x+ y+z = -T= 6etxyz=(-1) 7= —84.
2. On obtient x + y + z = 2z = 6, donc z = 3. Puis, on fait la division euclidienne de P par X -3 : P = (X — 3)(X°* —

3+11

3X —28). Le discriminant du polynéme du second degré est 121, donc ses racines sont =7 et —4. Ainsi,

x=—-4,y=7etz=3|

3. OnaP = (X+4)(X—-7)(X-3). On commence par faire la division euclidienne de -X*+6X3+18X%>-70X-5 parP:
-X*+6X3+18X?-70X -5=-XP - X?>+14X —5.0On a donc
-X*+6X%+18X%>-70X -5 -X?+14X-5 a b c
=-X -X+ + + .
X+4 X-7 X-3

P T XEOX-DX-3)

On utilise la méthode du cours pour trouver a=—-1,b=1etc=—1.
1 1 1
+ —
x+4 x-7 x-3

e Pourn=1, fY:x— -1+ x+4)2-(x-7)"2+x—-3)72;
e Pourn=2, f:x— (-)"nlx+4)"" 1+ )" nlx -7 4 (D" nl(x—3) 7L
Correction de I'exercice 2 :
1. (a) Lafonction f estde classe €2 sur R\ {1} par opérations sur les fonctions usuelles. Donc d’apres Taylor-Young,
f admetun DL, (0).

=—x—x+)  +@x-DT-x-3)7;

4. e Pourn=0, fO:x— —x-

2
X
al'ordre 1.

Comme on a un x en facteur, il suffit de développer

1
Onavl+u =01+§u+0(u),donc V1+x2 =01+0(x).
X

u— —

1
Puis, —— = —-1—-x+o0(x).
x—1x—0

Donc f(x) = x(+0(x)(-1-x+0(x) = x(-1-x+0(x))et| f(x) x=0—x—x2+o(x2) .

— —

(b) Latangentea ¢y en 0 apour équation y = —x. Comme le coefficient de degré 2 est —1, la courbe est en dessous
de sa tangente au vosinage de 0.

1
(c) Onpose x = — et on cherche un développement asymptotique lorsque y — 07 :
y

V1+y? _ 1

yd-y) y=0y

1+ 2/ 2 2 2y = L 2 2y = 1 3y
yl2+o(y)N)A+y+y +o(y?) = I+y+3y°/2+o0(y7) = +1+ +0(y).
y=0y y=0y 2

3
Donc f(x) LT Xt 1+ by + 0(1/x) : 'asymptote a pour équation y = x + 1 et la courbe est au-dessus de
oo X

3
I'asymptote car P > 0 lorsque x — +oo.

s 0 ) 1 1 o . e’ -1 X
. Onag(x) = - ——————.Onpose u(x) = ~ —,donc
S 2 1r e -z P 2 <02
1 1 1
- = —(I-u+u*—ud+o?).
214+uu-02
De plus,
ux) = ~+ 2+x3+0(x3)
=02 4 12 ’
e ux)? = x—2+x—3+0(x3)
=04 4 '
3
X
. u(x)3 = —+o(x3).
x—0 8
1 x x2 xB3 kB L8 5 x x 5 .
Doncgx) = —|(1-——-—— —+—+——-——+o0(x")|donc| g(x) = ———+—+o0(x")| On trace bien la tan-
x—0 2 2 4 12 4 4 8 x—02 4 48

1 x
gente y = 571 La courbe ¢ est en-dessous de la tangente pour x < 0 puis au-dessus pour x > 0. On a un point

d’inflexion en 0.
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Correction de I'exercice 3 :

1. e Lamatrice nulle est dans F car A0_y4,®) = 0.4,® = 0.4, ® A.
e Soit M,Ne 4, ([R) et L eR.

AAM+N)=AAM+ AN =AMA+NA=(AM+ N)A

car M et N sontdans F. Donc AM+ N€F.
Ainsi, | F est un sevde ., (R) |

2. On sait déja que G est un sev de R® car c’est 'ensemble des solutions d’un systéme linéaire homogene. On va de
plus I'écrire comme un Vect.

3
G={(x,y,z)e[@3|y=xetz=§x}

3
= {(x,x,ix), avec x € IR}
3
:Vect((l,l,—)).
2

Donc le vecteur (1, 1, 5) forme une famille génératrice de G. C’est aussi une famille libre car c’est un vecteur non

nul.

3
Ainsi, le vecteur (1, 1, 5) est une base de G |.

3. (a) e Lepolynéme P =0gx; estdans H car P = (X — I)ZOR[X].
« Soient BQe HetAeR.Ilexiste A, Be R[X] tels que P= (X -1)?Aet Q= (X-1)°B.Ona

AP+Q=AX-1)2A+(X-1?Q=(X-1*(AA+B)

donc (X - 1)*|AP+ Q. Donc AP + Q€ H.
Ainsi, | H est un sev de R3[X] ‘

(b) On commence par chercher une famille génératrice de H. On peut soit remarquer que (X —1)?| P est équivalent
a P(1) = P'(1) = 0 et poser les deux équations avec des coefficients.
Une autre maniere consiste a prendre P € R3[X], puis Pe H <= FQeR[X]|P = (x— l)zQ < da,beR|P=
(X-1)2@X +b) = aX (X -1)?+b(X -1)% Donc H = Vect(X - )%, X(X - 1)?).
Donc la famille (X — 1)2, X(X- 1)2) est génératrice pour H. Comme c’est une famille de polynémes échelonnée
en degrés, elle est aussi libre.

D’ou| (X — 1)2,X(X— 1)2) est une base de H |.

(c) On fait la somme directe méme si ce n’est pas nécessaire. Soit P € Fn H. Alors il existe a,b € R tels que P =
aX +b.De plus, P(1) =0donca+b=0et P'(1)=0,donca=0.Dou P = Opr(x). Ainsi etles
deux sev sont en somme directe.

Bon, en fait on va tout démontrer d'un coup. On peut faire une analyse-syntheése, mais ici, il y a une remarque
importante a faire : soit P € R3[X]. En faisant la division euclidienne de P par (X — 1)2, il existe un unique

QeR;[X] et ReR[X] tels que P = (X—1)2Q+R. On a alors (X—I)ZQEHetREF. Donc Ho F =R3[X].
On doit maintenant déterminer R : on pose R=aX +betonaR(1)=a+b=P(1) et R'(1) = a= P'(1). Donc

b= P(1)- P'(1). Autrement dit| R = P'(1) X + P(1) — P'(1) est la composante de P selon F |.
4. Soit A1,12,13 € K tels que :

Alu+/lzl/+l3w=0|RN

En particulier, pour n=0,n=1etn=2:

A2=0 A2=0 A2=0
A —A2+A3=0 = Ah=-13 <~ {1 =0
2/11+/12+4/13=0 2/1320 A?,:O

Ainsi, | la famille (u, v, w) est libre ‘

Correction de I'exercice 4 :

1. Onnote p = v(P). Onadonc P = a,X? +---+ a,X" = XP(ap +---+ a,X""P) etle polynéme a, +---+ a, X" ? ne

s’annule pas en 0. Donc ’ p est bien la multiplicité de 0 comme racine de P |.
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2. Ici, il faut bien voir que 'allure au voisinage de 0 est donné par un équivalent de P en 0. Or, P(x) o apxP. llya
X—

2 2

deux cas possibles : ca ressemble & x — x“ oua x — —x°.

Idem, x — x ou bien x — —x.

On avu dans les deux questions précédentes, que P; — P, va changer de signe en 0 ssi| v(P; — P») est impair |.

On peut prendre P; = —X?, P, = X? pour le premier cas et P; = 2X et P, = X pour le second.
Ilya|6 cas|aconsidérer: (1,2,3), (1,3,2), (2,1,3), (2,3,1), (3,1,2) et (3,2,1).

Les deux premiers par exemple : Py = -X?, P,=0etP3= X? et le deuxieme P, = -X?, P,=0etP3= X3 (on regarde
juste les valuations des différences).

N oo o e w

8. Comme on raisonne par ’absurde, on suppose que P, (x) < P4(x) < P1(x) < P3(x) pour x > 0 petit. Ainsi, Q2(x) <0
et Q4(x) < 0 pour x > 0 petit : ils changent de signe en 0, donc‘ v(Q) et v(Q4) sont impaires ‘ Par contre, Q3(x) >0

pour x > 0 petit : Q3 ne change pas de signe donc| v(Qs) est paire |

9. Comme Q3(x) > 0 pour x < 0 petit, on peut diviser les inégalités suggérées par Q3(x) pour obtenir| 0 < gz Ex; <1
3 (X
et|1< Qu () pour x < 0 petit |.
Q3(x)
a a
10. Notons p2 = v(Q2), ps = v(Qs) et py = v(Qy). On a QM ~ P2 P23 et Qs(x) ~ —P4 xPa=Ps_Eq utilisant les
Q3(x) x—0 ap, x=0 dp,
inégalités de la question précédente, ona p» — p3 =0 et| v(Q2) = v(Q3) |, puis ps —ps <0et| v(Q3) = v(Q4) |
Q4(x)

11. Comme pour x > 0 petit, Q2(x) < Q4(x) <0, on obtient 0 <

0200 <1, donc v(Q2) = v(Qy4).

12. Onadonc v(Q2) = v(Q3) = v(Q4) : un nombre impair est égal a un nombre pair!!Ainsi‘ (2,4,1,3) ne peut pas arriver ‘

Correction de I'exercice 5 :

1. On utilise la formule de récurrence:| T, =2X? -1 \ \ T3 =4X°-3X ‘ et\ T, =8X*-8X%+1 \

2. On procede par récurrence.
o Initialisation : pour n=0,ona Vvl e R, To(cos(@)) =1 =cos(0x0) etpour n=1,ona Vvl €R, T;(cos(B)) = cos(H).

o Hérédité : soit n € N. Supposons que V0 € R, Tj(cos(8)) = cos(nf) et T)+1(cos(0)) = cos((n+1)6).
Alors VO € R,

Tny2(cos()) =2cos(0) Ty41(cos(8)) — T, (cos(0))
=2cos(f) cos((n + 1)0) — cos(nb)
=2cos(0)(cos(nb) cos(0) — sin(nh) sin(f)) — cos(nb)
=2cos?(0) cos(nd) — sin(20) sin(n6) — cos(nb)
= (cos(20) + 1) cos(nB) — sin(20) sin(nf) — cos(noh)
= c0s(20) cos(nh) — sin(20) sin(nf)
=cos((n+2)0).

On conclut par récurrence : | Vr e N, VO € R, T,,(cos(0)) = cos(nf) ‘

3. Comme la fonction cos est surjective sur [-1,1], on a pour tout y € [-1,1], T,(y) = Q(y). Le polyndme Q — T), a une
infinité de racines : c’est le polyndme nul. Autrement dit, .

4. Pour n =0, deg(Tp) = 1 et son coefficient dominant est 1. Montrons par récurrence sur n € N* que deg(T,,) = n et
son coefficient dominant est 2" !

« Initialisation : pour 7 = 1, deg(T}) = 1 et son coefficient dominant est 1 = 271, Pour n = 2, deg(T3) = 2 et son
coefficient dominant est 2 = 2271,
« Hérédité : soit n € N*. Supposons que deg(T,,) = n et son coefficient dominant est 2! et que deg(T;41) = 2".

Alors Tpyp =2XTpy1— Ty, etdeg(2X Ty+1) = n+2 etdeg(Ty,) = n, donc deg(Ty,+2) = n+2. De plus, le coefficient
dominant vaut 2 x 2" = 21,

Par récurrence, | Vn € N*, P, est de degré n et son coefficient dominant est 2n-1 ‘

Rk+1n
n—
2n

5. Soit ke [[0,n—1].Ona Ty (xx) = cos( ) =cos (kn + g) =0. Donc‘ Xj. est bien racine de T, |.
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6. Onremarque que si k # K'e [0,n— 1], alors xj # Xy car cos est injective sur [0,7]. Donc Xy, ..., X;—1 sont n racines

n-1
distinctes de T;,. Comme deg(T},) = n, iln'y a pas d’autre racines : | Tj, = 2n-l1 H (X —xp) |-

k=0
n-1 .
- A RN F =D
7. En dérivant 'expression précédente, T, =2"~ (X -x;),donc — = ———et| — = .
" k=0 j=0 ! Th = H}?:é (X -xj) Tn =0 X— Xk
j#k

8. (a) Enposant g:t— 1+2xt+ % on a g(0) = 1. Donc par continuité de g, il existe a > 0 tel que V¢ €] — a, al,
gla)>0 et‘ fx estdéfinie sur | — a, a[ ‘

(b) Lafonction f est de classe € sur —]a, a[, donc elle admet un DL a tout ordre en 0 d’aprés Taylor-Young.
(c) Ona(l1-2xt+ tz)fx(t) =1-xtdonc:

n
1-xt = (1-2xt+13)(Y) apt* +o(t")
t—0 k=0

n n n
= Y at* -2x Y apt" 4+ Y @t 4 o(e™)
=0%=0 k=0 k=0

n
S Gt at- 2xapt+ ) (A —2Xak-1 + ax_p) + o(t")
- k=2

Par unicité du DL, on obtient , a1-2Xxa, = —X doncpuis pour tout k € [2, n]],‘ A —2XAp1 + A—g2 =0 ‘
pour tout k € [0, n]], ar = Ty (x) ‘
1 1 1 1
—-|=LNh|-z|=-7T|-7|=
2 2 2 2

1 1 1 1 2+1¢ s 3 o4 4
——,T3|-=|=1,Ty|-=|=—-=,onadonc| —— = 2—(—t“+2°—-t"+o0(t") |
2 2 2 2 1+ 1412 t—0

(d) Par récurrence immeédiate,

1
(e) Onprend x = — 3 et on cherchele DL de 2f_% (t) en 0 al’ordre 4. Comme Ty

LAS - Le Raincy 6/6 Devoir sur temps libre 6



