Mathématiques

Devoir Surveillé 07 I

(durée : 4 heures, sans calculatrice)

On fera attention a la qualité de la rédaction.
Soulignez ou encadrez les résultats et mettez en valeur les arguments importants.
La calculatrice est interdite.

Exercice 1 (Du cours).
1
1. Soit f:x— xzsin(—).
X

(a) Justifier que f est de classe €' sur R* et calculer sa dérivée.

(b) Montrer que f est prolongeable par continuité en 0.
On note encore f ce prolongement.

(c) Montrer que f est dérivable en 0.
(d) Prouver que f n’est pas de classe €' surR.
2. En utilisant la convexité, montrer les inégalités :
(@) VxeR,e*=1+x
(b) VxeR}, In(x) <x-1.
Factoriser X® — 1 dans C[X] puis dans R[X].
Trouver tous les polyndmes Q € C[X] tels que Q(X) = Q(X +1).

Déterminer le DL a ’ordre 5 en 0 de tan.

o o kW

Soit E un K-espace vectoriel et uy,...,u, des vecteurs de E. Rappeler la définition du sous-
espace vectoriel engendré par la famille (uy, ..., up) puis montrer que c’est un sous-espace vec-
toriel de E.

7. Soit f: x— sin(x) et g: x — cos(x). Montrer que (f, g) est une famille libre de & (R, R).

Exercice 2 (Une fonction). ,
On consideére la fonction f: x — e~z définie sur R,.

1. (a) Justifier que f est deux fois dérivable sur R, et que:
Vxel[0,+ool, f"(x)=x*-1)f(x).

(b) En déduire les variations de f” sur R,.
(c) Montrer que pour tous a,be R, telsque0<a<b<1,0ona:

fb-a) < fb)-f(a) < f(a)(b-a).
(d) Montrer que pour tous a,be R, telsquel <a<b,ona:
fll@b-a) < fb)-fla)< f'(b)(b-a).

2. Soit a € R,. On note T, la tangente a la courbe représentative de f au point d’abscisse a.

(a) Donner une équation de T,.
Pour tout x € R, on note u(x) I'ordonnée du point de T, d’abscisse x. Autrement dit, 7, a
pour équation y = u(x).
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(b) On suppose dans cette question que a €]0, 1[. Montrer que :
Vxel0,1], f(x)<u(x).

Interpréter géométriquement ce résultat.
3. Soient a, b € R, tels que a < b. On note D, j, la droite passant par les points des coordonnées
(a, f(a)) et (b, f (D).
(a) Donner une équation de D, p.
Pour tout x € [0, +ool, on note v(x) 'ordonnée du point de D, ; d’abscisse x.
(b) On suppose dans cette questionqueO0<a<b<1.
i. Montrer qu'il existe c € [a, b] tel que f'(c) = V'(c).
ii. Montrer que:
Vxela,b]l, f(x)=v(x).

Interpréter géométriquement ce résultat.

Exercice 3 (Des développements limités).

1. Enoncer la formule de Taylor-Young.
2. Soit f:x— (x° —xz)%.
c 1
(a) Déterminer troisréels a,betctelsque: f(x) = a+bx+—+o0 (—)
X—+00 X X
(b) En déduire que la courbe représentative ¢ de f admet une asymptote oblique en +oo et
préciser les positions relatives de ¢’ et de son asymptote.

(c) Représenter I'allure de ¢’ au voisinage de +oo ainsi que son asymptote.

|
3. Soit g:]0,2[— R définie par: Vx €]0,2[, g(x) = # On note %g sa courbe représentative dans

un repére orthonormé.

(@) Justifier que g admet un développement limité a tous les ordres en 1.
(b) Déterminer le développement limité de g en 1 a I'ordre 2.
(c) En déduire les valeurs de g¥ (1) pour k € [0,2].

(d) Déterminer une équation de la tangente a 6, au point d’abscisse 1 ainsi que sa position
relative par rapport a €.

(e) Représenter I'allure de ¢ au voisinage de 1 ainsi que sa tangente.

4. Soith:x— M

1—cos(x)

(a) Déterminer I’ensemble de définition de la fonction #.

(b) Calculer le développement limité de arcsin en 0 a ’ordre 5.
On pourra penser a dériver arcsin.

(c) Déterminer le développement limité de /2 en 0 a I'ordre 3.

(d) Justifier que h est prolongeable par continuité en 0 et que ce prolongement est dérivable
en 0.
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Exercice 4 (Des espaces vectoriels).
On consideére les équations différentielles suivantes :

(Ey) :ym_y:O
(E2): ¥y —y=0
(E3):y'+y +y=0

On note E 'ensemble des solutions de (E;), F I'ensemble des solutions de (E,) et G ’ensemble des
solutions de (E3), c’est-a-dire :

E={feCRR|VteR, f" (1)~ f(1) =0}
F={fe?'®RR |VteR, f'(t)- f(t) =0}
G={feC*RR) |VteR, f"(t)+ f () + f(1) =0}

1. (a) Montrer que E est un espace vectoriel.
(b) Soit f € F. Justifier que f est de classe € sur R.
(c) Montrerque Fc Eet GC E.

2. (a) Résoudre (E,) et (E3).

(b) Montrer que F et G sont des sous-espaces vectoriels de E et déterminer une base de F et
une base de G.

3. (a) Soit feE.Onpose fi=f"+f +f.
Montrer que f; € F.

(b) Montrer que E = Fa&G.
On pourra raisonner par analyse-synthése.

(c) En déduire une base de E.
(d) Résoudre (E7).

Exercice 5 (Des polyndomes).
On consideére la suite de polynomes (Pj,) ,en définie par :

Py(X)=2, Pi(X)=X
VneN", Ppi1(X)=XPu(X) - Py-1(X)

1. Calculer P», P3, P4 et Ps,.
2. Montrer que pour tout n € N*, P, est unitaire de degré n.
3. Montrer que pour tout k € N, Pyj.1(0) =0 et Py (0) = (—1)k2.

On considere la fonction f: C* — C définie par: Vze C*, f(z) =z + l
On admet que f est surjective. “
4. Montrer que pour tout n € N* et tout ze C*, f(z"") = f(2) f(z") - f(z"7)).
5. Justifier que pour tout n € N, et pour tout z€ C*, f(z") = P, (f(2)).
6. Soit n € N. Soit Q € C[X] tel que: Vz € C*, f(2") = Q(f(2)).
Montrer que Q = P,.

. * _ (2k+1)in
7. Soit ne N*. Pour k€ [0,n—1], onnote zp =e  2»

(a) Soit k€ [0,n—1]. Calculer f(z}).
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(b) Déterminer les racines de P,,.
(c) Factoriser P,, dans R[X].
-1 ((Zk + 1)7:)
cos|——|.
2n

n-1
((2k+ l)n) —o.

n
(d) Calculer
k=0

(e) Montrer que Z cos
k=0
8. Dans toute la fin de 'exercice, on prend n = 5.

2n

(a) Déterminer les racines de X> —5X +5.
(b) En déduire les racines de Ps.

. . b4
(c) Déterminer une expression de cos (E)
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Correction du Devoir Surveillé 07 I

Correction de I'exercice 1 :

1 1
1. (a) festdeclasse %! sur R* par opérations. De plus, | Vx € R*, f/(x) = 2xsin(f) —cos (7) s
X X

(b) Pourtoutx € R*,| fl= P 0, donc f(x) W 0 par encadrement. Ainsi‘ f est prolongeable par continuité en 0 en posant f(0) =0 |

x—0

f)-f(0) — s
x-0

(c) Pour tout x #0,

1
1n(;) 0 0 de méme que précédemment. Donc‘ f est dérivableen O et f'(0) =0 |.
X

1
(d) Enposant pour tout neN*, u, = — et v, = ————, ona u, — 0, v, — 0 mais f’(un) ——let f’(vn) — 1. Ainsi, f' n’'a pas de limite
2nm 2nmw+m

en0:| f nest pas € surR ‘

2. (@) La fonction f: x— e” est deux fois dérivable sur R et pour tout x € R, f”'(x) = e* = 0. Donc f est convexe sur R. La tangente & ¢ au

point d’abscisse 0 a pour équation y = x + 1. Par convexité, (gf est au-dessus de cette tangente : .

1
(b) La fonction g : x — In(x) est deux fois dérivable sur ]0,+oo[ et pour tout x €]0,+ool, g” (x) = - = 0. Donc g est concave sur

10, +ool. La tangente & ¢ au point d’abscisse 1 a pour équation y = x — 1. Par concavité, @g est en dessous de cette tangente :

\ Vx €10, +ool, In(x) < x— 1 \

3. P:XS—I.PourtoutzetE,
2ikm
P(2)=0 < z5=1 < 3ke[0,5],z2=¢"6

Ainsi, est la factorisation de P dans C[X].

in 2im _im _2in
P:(X—l)(X—eS )(X—e 3 )(X+l)(X—e 3 )(X—e 3 ]

On développe ensuite les termes conjugués : P = (X—1)(X+1) (X2 72005(g)X+ 1) (XZ ~2cos (2%)X+ 1), donc‘ P=(X-DX+DX2-X+1D)X2+X+1)
4. ¢ Analyse : soit Q € C[X] tel que Q(X) = Q(X +1). Si Q n'est pas constant, alors Q admet une racine a € C (d’Alembert-Gauss). Alors

Q(a+1) = Q(a) = 0, puis par récurrence, pour tout 7 € N, @ + n est racine de Q. Donc si Q admet une racine, alors il en admet une
infinité et c’est donc le polyndme nul. Ainsi, les seules polynomes possibles sont les polyndmes constants.
« Synthese : on vérifie que les polyndmes constants sont bien solutions du probleme.

2

X X 4
icos(x) = 1-—+ — +o0(x")donc
0 2 24

x—

1
5. On commence par trouver un DL4(0) de
cos(x)

1 _ 1
= 2 4
cos(x) x—0 7 _ XT + J2674 +o(x%)

2
2 4 2 4 .
= 1-|-——+—|+|-—+—| +ox")
x—0 2 24 2 24
? xt oy 4
= ——-—+—+o0(x")
x—0 2 24 8
x2 4
= 1+ —+—+o(x").
x—0 2

. Donc

o 3 45 5 P .
Puis, sin(x) = x——+ —+0(x") = x|1-—+ —+0(x")
x—0 6 120 x—0 6 120

? it 4 x?  5x4 4
tan(x) = x|1-—+—+0x") |1+ —+ —+0(x")
x—0 6 120 2 24

% 2xt 4
= x|1+—+—+o0(x")
x—0 3 15

. 3 2x°
On obtient donc| tan(x) = 0 X+ —+ —+ox
X—

5
3 15 i

p
6. D’apres le cours, Vect(uy, ..., up) = { Z AUy, avec Al,...,/lp € K}.
k=1

e OnaOg=0.uj+---+0.up € Vect(uy, ..., up).

p p
o Soitx,y € Vect(uy,...,up) et € K. ll existe Ay,...,Ap, f1,..., p €K tels que x = Z Agupety= Z K Uge-
k=1 k=1

p
Alorsax+y= Z (aAg + pg) ug € Vect(uyg, ..., up).
k=1

Donc Vect(ul,...,up) estunsevde E |
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b4
7. Soient A, u € Rtels que A f + ug = 0g7(r R)- Alors pour tout x € R, Asin(x) + g cos(x) = 0. En particulier pour x = 0, on obtient p = 0 et pour x = 2

onaA=0.Donc| (f,g) estlibre |

Correction de I'exercice 2 :

[N}
[N}

X X 2

1. (@) f estdeux fois dérivable sur R, par opérations. De plus, pour tout x € Ry : f'(x) = —xe” 2 et f'(x) = —e~ Z +x°e

N‘ "o

[N}

X

Ainsi,| VxeRy, f'x) = (x> -1)e” 7 |

(b) Pour tout x € [0,1], f”(x) <0 et pour tout x € [1, +o0], f"(x) >0. Donc‘ f’ est décroissante sur [0, 1] et croissante sur [1, +oo[ ‘

(¢c) Soita,beR;avecO<a<b<1.Sia=Dh, l'inégalité est vraie.
Sinon, f' est dérivable sur [a, b] et comme f’ est décroissante sur [a, b], pour tout x € [a, b], f'(a) = f'(x) = f'(b). D’apreés 'inégalité

f(b; fa) < f'(a). Comme b—a >0, on obtient‘ flyb—a)< fb)-fla)< f (@) (b-a) \

(d) On procede de méme sauf que f est croissante sur [a, b].

des accroissements finis, f’(b) <

)
)

a

2. (@) D’apresle cours, y = f'(a)(x— a) + f(a) donc| y = — 2 (x-a)+e” 7 |estune équation de Tg.

(b) Comme pour tout x € [0,1], f”'(x) <0, f est concave sur [0, 1]. Donc la courbe représentative de f est en dessous de la tangente Ty :
Yxe[0,1], f(x) < u(x) |

b b
3. (a) La pente de D, est i ; JAC) . Donc il existe ¢ € R tel que y = i ; fla )x + ¢ est une équation de D ;. De plus, comme D
b b —af( b) - b —af(b
passe par (a, f(a)),ona f(a) = uu+ ¢, donc ¢ = M. Ainsi| y= [ =@ X+ fla) - ajb) est une équation
-a b—a b—a b—a
de Dgp-
b) —
(b) Notons tout d’abord que pour tout x € [a, b], v'(x) = M.
b-a b~ f(@
De plus, comme f est dérivable sur [a, b], d’apres le théoreme des accroissements finis, il existe ¢ €]a, b[ tel que % = (o).
Ainsi, | il existe c €]a, b[ tel que f'(c) = v/ (c) |
(c) Comme f est concave sur [a, b], (ﬁf est au dessus de sa sécante D, p, sur cet intervalle:| Vx € [a, b], v(x) < f(x)
Correction de I'exercice 3 :
1. Soit f: I — R une fonction de classe """ sur l'intervalle I et soit a € I. Alors f admet un développement limité al'ordre nen a:
_ f k
f(X)x_aZ D (x-a +o(x-a)").
2 1
1 u u 2 133 1
2. (a) Rappelonsque (1+u)3 = 1+ ——— +o0(u”).Onremarque que f(x)=x|1——| .Comme - ——0:
u—~0 3 9 X X X—+too
fx) = x I—L—L+o(i)) = x—l—i+o(l)
X—+00 3x 9x2 x2 )] x—+o0 3 9x x)
L. 1 1
Ainsi,|a=1,b=—=etc=—— |
3 9
1 . . . 1 . s
(b) Onadonc f(x)— (x - §) = 0, et la droite D d’équation| y = x — 3 est asymptote oblique a %”f en +oo.
—+00
1 1
De plus, f(x)— (x - §) e <0, donc %”f est en dessous de son asymptote |
(c) On trace d’abord la droite.
3. (a) Lafonction g est de classe €’ sur ]0,2[ par opérations sur les fonctions usuelles. Elle admet donc un DL a tous les ordres en 1 d’apres

la formule de Taylor-Young.
(b) Onpose X=x-1 —1>0. On adonc
X—

In(x) In(Q+X) ( X
=—"2 - x[1-Z+00)
2-x 1-X X-0 2

(1+X+0(X)):X(1+§+0(X)).

Ainsi,

B (x—1)? 2
g0 = =D+ +o((x—1)).

(c) En utilisant Taylor-Young, on trouve | g(1) =0, g/ M=1et g”(l) =1 ‘

(d) Latangente a pour équation y = x — 1. Elle est au-dessous de la courbe au voisinage de 1.
(e) Voir geogebra.

4. (a) Comme arcsin est définie sur [—1,1] et que pour tout x € [-1,1], cos(x) =1 < x=0,| h est définie sur [-1,1]\ {0} ‘
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al'ordre4enO:

(b) Commencons par développer

1-x2
1 2.1 x®  3x 4
=(1-x°)"2 = 1+—+—+ox").
1_x2 x—0 2 8
3 345
Comme arcsin(0) = 0, on a| arcsin(x) = x+ — + — + 0(x°) |
x—0 6 40

(c) D’apresla question précédente,

18 30 5 1, 3x2 2 2 2
& + 55 tolx?) 5+ %0 tox7) 1 3x X 1 4
h(x) = 540 = 2x8 40 = 2x[ =+ v oD || 1+ = +0o(x®)]| = 2x(7+—x2+o(x2)
x—0 xzj_%w(xz;) x—0 1_%+0(x2) x—0 (6 40 12 x—0 " \6 45

x 8x3 3
Donc| h(x) = —+—+o0(x") |
x—0 3 45

(d) D’apres la question précédente, h(x) 0 0, donc h est prolongeable par continuité en 0 en posant i(0) = 0. De plus, & admet un
X

développement limité a 'ordre 1 en 0, donc est| dérivableen 0 |.

Correction de I'exercice 4 :
1. (a) On montre que E est un sev de F3RR):
« Lafonctionnulle f =03 g, est de classe €3 surRet pour tout t€R, f"'(£)— f(1) =0, donc f € E.

« Soient f,ge Eet A€ R.Pourtout te R, (Af+g)" ()-Af+) () =Af" ) +g" ) -Af(t)-gt) = Af" (- f () +g" (H)-g(t) =0
car f,ge E.DoncAf+g€E.

Ainsi, | E est un espace vectoriel |.

(b) Comme f’ = fet f estde classe €1 surm, f' estde classe % surR. Donc festdeclasse %2 surR.En répétant une fois, | f est de classe €3 surR |

(c) * Soit f € F. D’apres la question précédente, f est de classe %3 sur R. De plus, pour tout t € R, f""'(t) = f" (1) = f'(©) = f(t) en
dérivant I'équation (E;) deux fois. Donc V¢ € R, f"/(£) — f(t) = 0. Ainsi, f € E. Donc .

« Soit f € G. Alors f est de classe %2 sur R, donc f est de classe %1 sur R, donc f'+ f est de classe %! surR. Or f'=-f'"-f,
donc f” est de classe %1 sur R. Donc [ estde classe %3 surR.
Puis pour tout t e R, f/ () +f' () + f(£) =0et f" (t)+ " (1) + f' (£) = 0. En soustrayant les deux équations, V¢ € R, f" (£)— f(£) = 0.

Donc f € E. Ainsi, .

2. (a) . Soitfe‘ﬁl([R,[R{).Alors‘feF@HAE[R{IVte[R,f(t):Aet ‘

1 3
L'équation caractéristique de (E3) est 72 +r+1=0 dont les solutions sont -3 + i%.
_t 3 3
Soitfe%”z([R{,R). Ona| feG < JABeR|VteR, f(t)=e 2 | Acos gt) +Bsin(§t)) .

_t 3 _t 3
(b) Notons a: t+— et, b:t—e 2cos (% t) etc:t—e 2sin (% t|. D’apres la question précédente, F = Vect(a), G = Vect(b, ¢). Donc

‘ F et G sont des sevde E ‘

De plus, ’ a est un vecteur non nul et forme une base de F ‘

_L 3 _L 3
Soit A, i € R tels que Ab + pc = Oz p). Alors pour tout £ € R, Ae” 2 cos (% t) +ue"2 sin(g t) = 0. En particulier pour ¢ = 0,

on trouve A = 0. On en déduit alors u = 0 car ¢ n’est pas la fonction nulle. Ainsi, (b, c) est une famille libre et génératrice de G :

‘ (b, c) estune base de G |.

3. (a) Onremarque déja que fi est de classe %! surR.

De plus, pour tout £ €R, £/(5)— (1) = " (1) + ' (&) + £/ - f' (1) — 1) - F(0) = () - F (1) = 0. Donc.

(b) Soit f € E. Montrons qu'il existe un unique couple (fj, f2) € F x Gtelque f = f1 + fo.
« Analyse: soit (f], ) € Fx G tels que f = fi + f». La question précédente suggere de calculer f” + '+ f = fl” +f1’ +ficar feG.

1
Orf'=f{=fi,donc3fi=f"+f +fetfi= g(f"+f’+f).
R 1
Puis fo = f~fi = 5 (2f '~ 1")-
1 1
o Synthese : soit f] = g(f” +f'+fetfr= 3 (2f—f’ —f”). D’apres la question précédente, f] € F. On vérifie aussi que f» € G et
que f=fi+fo.

Ainsi .

(c) ‘ Une base de E est donc (a, b, ¢) |.

3 3
(d) Soitfe‘ﬁ3([R€,[R),ona f estsolutionde (E) < 3A,B,CeR|VteR, f(t):Aet+Be’%cos(%t)+€e’%sin(§t) X
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Correction de I'exercice 5 :

1. On utilise la formule de récurrence : P2:X2—2, P3:X3—3X, P4:X4—4X2+2etP5:X5—5X3+5X X

2. On procede par récurrence sur 7€ N* :
o [Initialisation : les cas n =1,2,3,4 et 5 sont déja traités.
o Hérédité : soit n € N*. Supposons que Py, et P,,1 sont unitaires de degrés respectifs n et 7+ 1.

Alors Py2 = XPpy1—Pp. Or, deg(X Py 1) = n+2 etdeg(Py) = n, donc deg(P,+2) = n+2. De plus, son terme dominant vient de X Py, 41
qui est X"*2 par HR.

D’apres le principe de récurrence, | Yn € N*, P, est unitaire de degré n |

3. On procede par récurrence sur k € N :
o [Initialisation : pour k =0, on a bien Py(0) =2 = (—1)02 et P1(0)=0.
o Hérédité : soit k € N. Supposons que Py, 1(0) =0et Py (0) = (—1)k2.
Alors Pojyp = XPoji1 — Pag, donc Poj15(0) = =P (0) et Pojy(0) = (1)K 12,
De plus, Pyjy3 = XPpj12 = Paj+1, donc Pyj,3(0) = —Pj4 (0) = 0.

D’apreés le principe de récurrence,‘ VkeN, Pyr(0) = (—1)k2 et Pyyy1(0)=0 ‘

4. SoitneN* etzeC*, f(a)f(zM - f(z" H =

1 1 _ 1 1 _ 1 _ 1 1
2+ = ||+ = | -2 - =My e 1 e p—
z z zh—1 zn-1 Zh+l zn-1 Zn+l

Donc| VneN*,VzeC*, f(z")) = f(a) f(z™ - f(z" 1) ‘

5. Onraisonne par récurrence sur n € N.
« [Initialisation : pour 7 =0, on a bien Vz e C*, f(zO) =2etPy(f(2)=2.
Pourn=1,0onaVzeC*, P(f(z) = f(2).
o Hérédité : soit n € N. Supposons que Yz € C*, P, (f(2)) = f(z™) et Pps1(f(2) = f(2"1).
Alors VzeC*, Py (f(2) = f(2)Pps1 (f(2) — Pu(f(2) = f(2) f (2" — f(z™) = f(z™*?) d’aprés la question précédente.

D’apres le principe de récurrence,‘ VneN,VzeC*, Py(f(2) = f(z") |

6. Onapour tout z€ C*, Q(f(2)) = Pn(f(2)). Or, f est surjective sur C, donc elle prend une infinité de valeurs. Ainsi, P;, et Q coincident en une

0l
Lok ki ryes
(—l)ki_(_l) i-(-D"i.D'ou| f(z .

@k+1)i Qk+1)i 2k+1
(b) Soit k € [0,n—1]. Comme Py (f(z;)) = f(z,'C’) =0, f(z;) estracine de Py. Or, f(z;) =€~ ;n = +e” ;n = = 2005(%

infinité de valeurs :| P, =

Q2k+D)in
2

7. (a) Commengons par z;! = e =e'*" = (-1)¥i. Donc )= -nki+

) qui est
donc racine de Py,.

2k+1 2k+1
Q2k+1rm ((zﬁ)pourkeﬂo,n—lﬂ sont n

Puis, pour tout k € [0,n— 1], T € [0, 7] et cos est injective sur cet intervalle. Donc les 2 cos
n

racines distinctes de Pj,. Puisque deg(Py) = n, il n'y a pas d’autres racines.

2k+1r
Les racines de Py, sont les 2 cos ((27)) pour ke [[0,n—1] |
n

n-1
s . - - k+1Drm
(c) D’apres la question précédente, et comme Py, est unitaire, | Py, = H X —-2cos )t
k=0 n

(d) Le produit des racines de P;, est égal au coefficient constant divisé par le coefficient dominant (qui vaut 1). Or, le coefficient constant

n—-1 : : : n—-1 0 si n est impair
2k+1)m 0 si n est impair 2k+ 1)
vaut Py (0). Donc l_[ Zcos(g) = ni2 . p . Donc l_[ cos(g) = (_1)"/2 .
=0 2n (=1)™“2 sinestpair =0 2n o1 si n est pair

(e) On montre par récurrence sur n que le coefficient de degré n—1 de Py, est nul. Or, la somme des racines de Py, est égal a ce coefficient.

n—-1
2k+1)m
Donc| Y, cos(g) =
k=0
5+v5
8. (a) Avec le discriminant, on trouve z\f R

0

. De plus,

v

5+v5 5-v5 -
(b) D’apres la question précédente, X?-5X+5= (X - 2\[) (X - 2\[ 3

5
5+/5 5-v5 [5+/5 5+v5 5-/5
DoncP5:X5—5X3+5:X(X4—5X2+5):X(XZ—T\[)(XZ— Zf):X(X— Zf)(x+ zf)(x—\/ Zf)(x+\/
[5+v5 [5-V5
Ainsi, les racines de P5 sont| 0, + zf,i 2\[ .
3n

b4 b3 m I
(c) Onavu précédemment que les racines de P5 sont 2 cos (E) ,2C0S (—) ,Zcos(g) =0,2cos (1—0) ,2C0S8 (1—0) Les deux derniéres sont

10

&)

soati o n 5+v5 7y 1 /545
négatives, et comme 7/10 < 37/10 et que cos est décroissante sur [0, ], 2 cos (E) = ) et| cos (E) = 5 ) .
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5-v5

2

).



