Mathématiques

Devoir Surveillé 07* I

(durée : 4 heures, sans calculatrice)

On fera attention a la qualité de la rédaction.
Soulignez ou encadrez les résultats et mettez en valeur les arguments importants.
La calculatrice est interdite.

Exercice 1 (Une étude de fonction).

. X ; . 5
Soit f: x — xarctan (—1) On note ¢ la courbe représentative de f dans un repere.
x —

1. Donner le domaine de définition de f.

2. Etudier les limites de f aux bornes de son domaine de définition.
3. Etudier la convexité de f.
4

. Etudier les variations de f.
On pourra remarquer que ' (0) = 0.

1 b4
5. (a) Montrer que pour tout ¢ > 0, arctan(¢) + arctan (;) =—.

(b) En déduire le développement limité de f al’ordre 4 au voisinage de 1 a droite.
On pourra poser x = 1+ h avec h > 0 et utiliser la question précédente

(c) Endéduire qu'on peut prolonger f en 1 pour que ¢r admette une demi-tangente a droite
au point d’abscisse 1 et donner alors les positions de € et de cette demi-tangente.

(d) Montrer qu'on peut prolonger f en 1 pour que f soit dérivable a gauche en 1 et déterminer
alors la position relative de ¢’ par rapport a la demi-tangente a gauche au point d’abscisse
1.

6. (a) Déterminer un développement limité de h: ¢t — arctan(1l + t) al’ordre 2 en 0.
On pourra dériver.

c 1
(b) Déterminer des réels a, b et c € R tels que f(x) LS ax+ b+ p +0 (—)
(o.0)

—* b
0 X 1

n pourra remarquer que —— = .

p auerd x-1 1—%

(c) Etudier alors les asymptotes a %’ en oo et les positions relatives.

7. Tracer ¢y en faisant apparaitre tout ce qui a été démontré dans les questions précédentes.
Exercice 2 (Des espaces vectoriels).
On note E le R-espace vectoriel formé des applications de classe 4*°° de R dans R.
Pour tout 7 € N* et tout a € R, on note Ej,(a) 'ensemble des fonctions f de E telles que :
fo) = fl@+o(x-a).

1. Enoncer la formule de Taylor-Young.

2. SoitaeRetneN*,

(a) Soit f € E. En utilisant la formule de Taylor-Young, montrer que :
feEp(a) < Yke[l,n], fPa) =o0.

(b) Montrer que Ej(a) est un sous-espace vectoriel de E.
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3. Soit p e Ntel que p = 2 et soient ay, ..., a, des réels deux a deux distincts. Soient ny,...,n, € N*.

p
Onposem:p—1+anet
k=1

F={PeR[X]|Vke[L,p],Vje[0,n], P (ax) =0}.

(a) Montrer que F est un sous-espace vectoriel de R[X].
(b) Montrer que :

p
F:{PeR[X] |E|Q€|R[X],P:Qx H(X_ak)nk+l}
k=1

(c) Prouver que R[X] = F @ R,,[X].

p
On pourra considérer la division euclidienne par le polynome l_[ (X — ag)™+t,
k=1
(d) Montrer que:

p
F= {PE[R[X] | Pe () En.(ap) et Ve [1,p], Plag) :0}.
k=1

Probléme 1 (Interpolation).

Soit n € N* un entier naturel non nul. Soit I = [—1,1] et (x1,..., X,) un n-uplet d’éléments de I deux a
deux distincts.

Soit f : I — R une fonction. On appelle polynéme d’interpolation de f relativement aux points
(x1,...,Xp) un polynome P € R[X] tel que :

Vie[l,n], P(x;)=f(x).

Lobjet de ce probleme est de déterminer les polynomes d’interpolation de f puis de trouver un ma-
jorantde {| f(x) — P(x)|, x € I} afin d’estimer I'erreur faite si]’on remplace f par son polynéme d’inter-
polation. On discutera enfin I'importance du choix des points (xi, ..., X).

1. Le but de cette premiere question est de montrer |’existence et 'unicité d'un polynéme d’inter-
polation de f relativement aux points (xy, ..., x,) de degré strictement inférieur au nombre n de
points. Onl'appelle polyndme d’interpolation de Lagrange relativement aux points (xi, ..., X,).

(a) Montrer I'unicité d’un tel polynome.
(b) Soit i € [1, n]. Déterminer un polynéme L; € R,,_; [X] tel que :

‘v’je[[l,n]], Li(Xj)=5ij.
(c) En déduire qu’il existe un polynome L € R,,_;[X] tel que :
Vie[l,n], L(x;)=f(x).

(d) Conclure.
2. Soit P € R[X] un polyndme interpolateur de f relativement aux points (xi,..., X,).
n
(a) Montrer que H (X—x))|P—-L.

i=1
(b) En déduire une expression de P en fonction de L.

3. Dans cette question seulement, on prend f : x — x> —1, n = 2 et pour tout i € [1,n], x; =

i—1
2 -1.
n-—1
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(a) Vérifier que pourtouti € [1,n], x; € I.
(b) Calculerle polynd6me d’interpolation de Lagrange L € R,,_; [X] de f relativement aux points
(X150, Xp).
On distingueralescasn=2,n=3 et n = 4.
4. On suppose dans toute la suite que f est de classe ¢ sur I. On fixe x € I distinct des x; et on
définit g,: I — R par:

n t_ .
Viel, g(t=ft)-LH- (&) - L[] —.
=14 T A

X — X;

(a) Justifier que gy est de classe € sur I.
(b) Montrer que g, s’annule au moins n + 1 fois sur 1.
(c) En déduire que g,(C”) s’annule au moins une fois sur I.

(d) Soit u = sup{| f™(#)|, avec t € I}. Montrer que :
n
Vxel, [f(x)— L)l s%i:]'[lm—x”.

n
(e) Déterminer L et u dans le cas particulier f : x — H (x—x;).
i=1
Que peut-on en déduire?

5. Pour obtenir la meilleur approximation possible, on cherche donc un n-uplet (xy,...,x;) qui
n

rende minimale la quantité sup{l_[ |x — x;|, avec x € I}.
i=1
(a) Montrer qu'’il existe un unique polynome 7, € R[X] tel que :

VOeR, T,(cos(@))=cos(nd).
(b) Montrer que pour tout k€N, Txio =2XTyy1 — Tk-
(c) Justifier que pour tout k € N*, T} est de degré k et de coefficient dominant 2k-1,

On pose U, = 2’1—_1Tn qui est donc unitaire de degré n et vérifie : VO € R, U, (cos(0)) =

1
o1 cos(n0).

(d) Justifier que 'ensemble {cos

((Zi—l)ﬂ)
2

, aveci€[l, n]]} est de cardinal n.

(e) En déduire que U, est scindé a racines simples sur R et que ses racines sont toutes dans 1.
(f) Montrer qu'il existe yy,..., ¥, dans [ telsque yp<--- <y, et:

. 1
Vie[0,n], sup{lU,x)|, avecx€ I} =|U,(yi)| = ot

(g) Soit P un polyndme unitaire de degré n. On veut montrer que

sup{|P(x)|, avec x€ I} = o1

On raisonne pour cela par I'absurde et on suppose que sup{|P(x)|, avec x € I} <

on-1
i. Justifier que pour tout i € [0, n]), U, (y;) — P(y;) est du signe de (-=1)"".
ii. En déduire que U, — P admet n racines distinctes deux a deux.
iii. En déduire une contradiction.
(h) Quels points (xy,..., x,) doit-on prendre pour que le polynéme interpolateur de Lagrange
de f relativement aux points (xi,..., x,) fournisse la meilleure approximation de f pos-
sible sur 1?
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Correction du Devoir Surveillé 07* I

Correction de I'exercice 1 :

1. Comme arctan est définie sur R, ‘ f est définie sur R\ {1} ‘

X
2. e Comme — ~ 1,| f(x) +00 |.
—1 x—+o00 X—+00
X
e —— —— —ocodonc| f(x -—= |
x—1 x—1- fx) x—1- 2
al +oo donc| f(x)
- — oo donc| f(x = |
x—1 x—1+ x—1t 2

3. f estdérivable deux fois sur R\ {1} par opérations et : Vx € R\ {1},

1

/ X (x—1)2
=arctan | —— | + x————
[ arcan(x_l) x1 2
(x-1)?
X X
:arctan(—)—i
x-1) 2x2-2x+1
£ = — 1 24 -2x+1-x(4x-2)
2x2-2x+1 @2x2-2x+1)2

2x% —2x+1+2x% —2x+1—-4x%+2x
(2x2-2x+1)2
2(x-1)
@x2-2x+1)2°

Donc f"(x) est du signe de x—1:| f est convexe sur |1, +ool et concave sur | — oo, 1[ |

7 7
4. D’apres la question précédente, f’ est strictement décroissante sur | —oo, 1[. De plus, f'(x) P flx) =3 1. D’apreés le TBM, f'
- —l-

s’annule une seule fois sur | — oo, 1[. Or, f’(O) =0.

Puis, f " est strictement croissante sur |1, +ool, et f "(x)

n / . -
3" 1>0, donc f est strictement positive sur |1, +ool.

x—1%
On obtient le tableau de variations suivant :
x —00 0 1 +00
flx) + 0 - +
0 +00
f(X) / \ n n /
—o0 2| 2
1
5. (a) Soit g : t — arctan(z) + arctan(;) dérivable sur ]0,+ool. On a pour tout ¢ > 0, g'(¢) = 0, donc g est constante sur ]0, +ool. Ainsi,

pour tout >0, g(t) =g(0) = g A

1
(b) Prenonsx=1+havech>0:ona f(1+h)= (1+h)arctan(%h) :(1+h)g—(1+h)arctan

h
m) (car h > 0).

or I - h—h+h2 -1 +0(h%) = h-h2+h—h*+o(h®), etarctan(w) = u— " +o(ub).
1+h h—o h—0 u—0 3
_ 12 3 _ 1,43 2
Doncarctan(L) = h—h2+h3—h4—w+o(h4) = h—h2+—h3+o(h4).
1+h)h—o 3 h—0 3
Ainsi, FA+R) = T hoha -2 21— Zht ot et| fA+ ) = Z+(1—1)h+1h3—§h4+o(h4).
oot 2 2 3 3 oot 2 \2 3 3

b4
(c) Onprolonge f en1enposant f(1) = 5 de sorte que f est continue a droite en 1 et comme f admet un DL a I'ordre 1 a droite en 1, elle

T (T 1
est dérivable en 1. De plus, sa demi-tangente en 1 a pour équation y = 5 + (E - 1) (x—1).De plus, adroitede 1,ona h >0 et 3 1 >0,

donc (gf est au-dessus de sa demi-tangente |.

b3 b4
(d) Onpose f(1) =- 7 de sorte que f est continue a gauche en 1. De plus, comme f'(x) 5" 1, d’aprés le théoréme de la limite de

x—1-

T
la dérivée, f est dérivable a gaucheen 1 avec f° "y =- 3 —1.Comme f est concave sur |—co, —1[,

‘Kf est en-dessous de sa demi-tangenteen 1 |

1 1 1
6. (a) Lafonction & est dérivable sur R et pour tout € R, W)= =— 5 = —(1-t+o(0).
1+(1+0% 2 T4t 102
o . T # 2
En primitivant (attention a la constante) : k() o + 377 +o(t).
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(b)

(c)

X 1 1 1 1
Oncalcule: —=—— = 1+—+—+o0|—|.
1-x 1-1x—200 x x2 x2
Donc
F) wan(1+ 2+ L 4o 2
X) = xarctan —+—=+o0|l—=
X—+o00 x  x2 x2
n+1(1+1) 1(1+1]2+ (1]
=x|l=+=-|-+=|--|-+= ol =
4 2\x x2) 4lx «2 X2
b4 1 1 (1)
=—x+-+—+o0|—|.
4 2 4x X
1 1

T
Ainsi,| a=—,b=—-etc=— |
4 2 4

1 b4 1
—, donc| la droite d’équation y = Zx + 3 est asymptote a ¢y en +oo

b4 1
—a+ - ~ s
4 x—+o00 4Xx

D’apreés la question précédente, f(x) — 3

et| € est au-dessus de 'asymptote en +oco et en dessous en —oo |

7. Voir Geobegra.

Correction de I'exercice 2 :

1. Soit f: I — R une fonction de classe " sur I'intervalle I et soit a € I. Alors f admet un développement limité 4 I'ordre nen a:

2. (a)

(b)

3. (a)

(d)

f(k)(a)
] (

n
f(x)xiakx::O . x—a)f+o(x-a)").

n r(k)
Comme f est de classe €"*° sur R, f admet un développement limité al'ordre nen a: f(x) = fla)+ Z %

- k=0
f(k)(a)
k!

x-a)*+o(x-ah).

Or, fe Ep(a) <= f() = f@+o(x—a)") < Vke[l,n],

4 =0 par unicité du développement limité.

Donc| f € Ep(a) <> Yke[L,n], fPw@=0|

« Lafonction nulle f = 0 est bien de classe €° et elle vérifie f(x) =a0%0 ((x=a@™), donc f € En(a).
* Soient f,g € E(a) et A€R. Alors f(x) = f(a)+o (x—a)") et g(x) Ea8@+o (x—a)™), donc (Af + g)(x) A g+

o((x-am).
Ainsi, Af + g€ Ex(a).

Donc‘ Ej(a) estunsevde E ‘

* Soit P =0px). Alors Vk € [1,p]], Vj € [0, ng], p) (a) =0,donc P€F.

« Soient BQe FetAeR.Soit ke [1,p] et j e [0,ni] : AP+ QW (a) = APY) (a) + QW) (ay) = 0, donc AP + Q€ F.
Ainsi‘ F est un sev de R[X] ‘
Soit P € R[X].

p
» Supposons que P € F. Alors pour tout k € [1, p|, ay est racine de P de multiplicité au moins nj + 1. Donc ]_[ (X- ak)"kJrl divise

k=1
p
Petilexiste Qe R[X] telque P=Q x [] (X - ap)k L
k=1
p 1 p 1
« Supposons qu'il existe Q € R[X] tel que P = Q x [ (X —a)™**1. Alors [] (X — ag)™**! divise P, donc pour tout k € [1, p], ay
k=1 k=1
est racine de P de multiplicité au moins ny. + 1, et pour tout j € [0, ng], p) (ar) =0.

p
Ainsi, | F = {P(—:R[X] |IQeR[X],P=Q x H (X—uk)"k“} X
k=1

p P P
Posons A= l_[ (X - ak)"k+1 qui est un polynéme de degré Z (np+)=p+ Z np=m+1l.
k=1 k=1 k=1

Soit P e R[X].

¢ Analyse : soit P1 € F et Py € Ry, [X] tels que P = Py + P». Alors il existe Q € R[X] tel que P} = QA, donc P = QA+ P avec
deg(P») < deg(A). Autrement dit, P; est le reste de la division euclidienne de P par A et Q est le quotient.
« Synthese : soit P = AQ+ R la division euclidienne de P par A. On pose P; = AQ et P, = R. Onabien P; € F et deg(P2) < deg(A) =
m+ 1, donc Py € Ry, [X].
Ainsi tout polynéme de R[X] se décompose de fagon unique comme la somme d'un polyndéme de F et d’'un polynéme de R, [X] :

R[X] = Fo Ry [X] |

Soit P € R[X]. Par définition :
PeF — Vke[1,p],¥je[0,n],PPap) =0

= Vke[L,p],¥je [l n],PYa) =0et Vke 1, p], P(a) =0
< Vke[l,p],PeEnp,(ay) et Vke[1,p],Play) =0

p
Ainsi, F={P€[R[X]|P€ (N Eny (ap) ethe[[l,p]],P(ak)=0} .
k=1
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Correction du probléme 1 :

1. (a)
(b)
(©
(d)
2. (a)
(b)
3 (a)
(b)
4 (a)
(b)
(©
(d
(e)
5. (a)

Soit P et Q deux polynomes de R,,—1[X] tels que : Vi € [1,n], P(x;) = f(x;) et Q(x;) = f(x;).
Alors, Vx € [1,n], (P - Q)(x;) =0, donc P — Q admet au moins 7 racines distinctes. Comme P-Q € R,_1[X], P—Q = Opix) et P =Q.

Ainsi, ‘ le polynéme interpolateur de Lagrange est unique ‘

n (X - %)

Le polynéme| L; = % convient.
k=i Xi — Xk
k#i

n n
Onpose| L= ) f(x;)L; | Onabien LeRy,_1[X] et pour tout i € [1,n], Lxj) = ) fx)L;(x;) = flx;).
=1 =1

On a bien montré‘ I'unicité et I'existence |du polynéme interpolateur de Lagrange de f.

n
Pour tout i € [1, n], (P — L)(x;) = P(x;) — L(x;) =0. Donc xy,..., X, sont n racines distinctes de P — L et l_[ (X—x;)|P-L|
i=1

n
Tl existe Qe R[X] telque| P =L+ H (X=xp)Q |
i=1

i-1 i-1
Soiti€[1,n].Alors0<i—1<n-letn—1>0,donc0< ! sletOsZ—1 sz.D’otl.
n-— n-—
e Pourn=2,onax;=-letxp=1,|L=-2L1=X-11|

e Pourn=3,onax; =-1,x2 =0etx3 =1, etonremarque que vérifie encore L(x2) = f(x2), donc c’estle bon polynéme
par unicité.

e Pourn=4,|L=X3-1€R,_[X] ‘vériﬁe Vie[1,n], L(x;) = f(x;), donc c’estle polyndme interpolateur de Lagrange par unicité

Comme f est de classe ¢ sur I et L est un polynome, ’ gx est de classe € sur [ ‘

xj—xi

n
Soit j € [1,n], 8x(xj) =—(f(x) - L(x)) ]_[ =0. De plus gx(x) =0. Donc‘ gy s'annule en x, x1,...,Xp |
i=1

—Ai
Montrons par récurrence sur k € [0, n] que gj(clC

) s'annule au moins 1+ 1 — k fois sur I.

o Initialisation : c’est la question précédente.

o Hérédité : soit k € [0, n— 1]. Supposons que g)(ck) s’annule aumoins n+1—-kfoisenaj <--- <@, 1_ dans I.
Pour tout j € [1,n— k], la fonction g(k) est de classe "% donc dérivable sur laj,aji]et g(k) (aj)= g(k)(ajﬂ) =0. D’apres
Rolle, il existe f; €]aj, a1 [ tel que gk+l (Bj)=0.

(k+1)

Ainsi,onan+1-(k+1) points a1 < f1 <+ < ;41— (k+1) < @p+1-k d'annulation de g sur I.

D’apres le principe de récurrence, pour tout k € [0, i, g(k) s’annule au moins n + 1 — k fois sur I.

En particulier, ‘ g(") s’annule au moins 1 fois sur I ‘

n

X —x;
Comme L est de degré strictement inférieur a n, L = Opxj- De plus, l_[ L est de degré n et son coefficient dominant est
o1 X=X
! D dérivée n-ieme est le polyno tant —°
—————— . Donc sa dérivée n-iéme est le polyndme constant ——— .
I, (e —x;) POy I =xp)
n!
Donc pour tout £ € I, g™ (1) = f (1) - (f(x) - L(x) ENCETSE D’apres la question précédente, il existe ¢ € I tel que g™ (1) = 0 et
T (x—x;
i=1 i
(n) AL
on aalors f(x)— L(x) = ! '( ) H (x—x7).
=1

n
Or If(")(t)lsy, donc| | f(x) - L(x)| < % [T1x=x;1}
Lizi

Pour le f donné, on doit avoir : Vi € [1, n] L(x;) = 0. Donc L € R;,—1 [x] a au moins 7 racines distinctes, donc| L = OR[x] |

De plus, pour tout x € I, f(”] (x) = n!, donc .

Linégalité précédente est donc une égalité ‘ Vxel, |f)l=1f)l.

D’apreés la formule de Moivre, on a pour tout @ e R :
cos(n6) = Re((cos(6) +isin(0))")

=Re ( i (n)n_kcos(ﬂ)iksinkw))

i=o\k

S8

n
k

[\~

=3 (2”’6) cos™ 2K (0) (-1 sin?k (9)
k=0
LgJ(

) cos" 2k @) (- 1)* (1 - cos? (@) ¥

T
(=1
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12
On pose alors| Ty = ) (zi)anzk(Xz —1* |qui convient.
k=0

Si Q € R[X] vérifie aussi : VO € R, cos(n6) = Q(cos(H)), alors pour tout 8 € R, Ty (cos(f)) = Q(cos(h)). Or la fonction cos est surjective sur
I, donc T et Q coincident sur tout I'intervalle I, en particulier en une infinité de points. Donc Ty, = Q. Ainsi, .

(b) Soit k € N. Pour tout 6 € R: 2cos(0) cos((k +1)8) = cos((k +2)0) + cos(k6), donc 2cos(8) T 1 (cos(8)) = Ty, (cos(B)) + Ti(cos(H)). Ainsi,
les polynéomes 2X Ty, et Ty, + Ty coincident en une infinité de points et sont donc égaux. D’oﬁ‘ Tii2 =2XTgiq — T ‘

(c) Onraisonne par récurrence sur k € N* :
e Pour k=1, T; = X est bien de degré 1 et de coefficient dominant 2171,
Pourk=2,1Tp = 2X2% _1estde degré 2 et de coefficient dominant 22719
o Hérédité : soit k € N*. Supposons que T} est de degré k et de coefficient dominant 2k=1 et que T4 estde degré k+1 et de

coefficient dominant 2¥,
Alors 2X Ty, estde degré k+2 et de coefficient dominant 2k+1 donc Ti1+2 =2XTy 11— Ty estausside degré k+2 et de coefficient

dominant 2F+1.

D’apres le principe de récurrence, ‘ pour tout k € N*, T} est de degré k et de coefficient dominant 2k-1 ‘

rn

2i—
(d) Comme pourtouti € [1,n], (ZT

c’est-a-dire qu'il est de .

. i-Nm N . L N .
(e) Pourtouti € [1,n], notons §; = —on et x; = cos(6;). D’apres la question précédente, x7,..., x; sont deux a deux distincts, et pour

S , . . . i-Dr .
€ [0, 1] et que cos est injective sur [0, 7], 'ensemble donné a méme cardinal que —n aveci€[[1,n]¢,
n

cos(nf;) =

tout i € [1,n], Un(x;) = S

Donc x1,..., X, sont racines de Uy,.

b1
T cos (in— E) =0.

Comme Uy, est de degré n et qu'il admet n racines distinctes, il est‘ scindé a racines simples et toutes ses racines sont dans I |

1
(f) Onremarque que pour tout x € I, |Up (x)| < De plus, Uy (cos(0)) = + ZT

b4
T = nd=0[n] < JieZ|60=i—.
n

on-1"

b2
Posons | pour i € [0, 1], y; = cos((n— i)f) . Comme cos est strictement décroissante sur [0,7], yg < -:- < yn. De plus, pour tout i €
n

e
cos((n—1i)m) = 2n771 e

[o,n], Un(y) =

—

Un(yil=

on—1 on—1

e (~pni 1
) i. Soiti € [0,n]. Comme Uy (y;) = Ey= et|P(y;)l < o1 =Un(il,

1
o sin—iestpair, Uy(y;) - P(y;) = o1 -P(y;)>0;

1
e sin-—iestimpair, Uy(y;) —P(y;) = “on T -P(y;) <O.

Dans les deux cas, | Uy (y;) — P(y;) ale signe de (—1)”_i R

ii. Soitie [0,n-1].Lafonction h: ¢ — Uy(t) — P(t) est continue sur [y;, y;+1] et h(y;) et h(y;4+1) sont de signes contraires. Donc,
d’apres le TVI, h s’annule sur ] y;, yj+1 1.

Ainsi, h s’annule au moins 7 fois sur I et‘ Uy, — P admet au moins 7 racines distinctes deux a deux ‘

iii. Comme Uy, et P sont unitaires de degré n, U, — P est de degré strictement inférieur a n. Or, il admet au moins 7 racines. On a
donc Uy, — P =Ogx) et Up = P.

1
Mais sup{|Up (x)|, avec x € I} = 2"7’1 > sup{|P(x)|, avec x € I}, ce qui donne une .

n
(h) Soitxi,...,x; des points distincts de I. On pose P = H (X—x;) qui est un polyndme unitaire de degré n. D’apres la question précédente,
i=1

n 1 1
sup{l_[ |x —x;l, avecx € I} = ST Ainsi, on prend xi,...,x, de sorte que ce sup soit égal a o1 Par exemple, on peut prendre
i=1

les racines de Uy, |.
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