I. Applications linéaires

Chapitre 24 : Applications linéaires

Dans tout le chapitre, E et F sont deux K-espaces vectoriels.

I. Applications linéaires

I.1. Définitions

Définition I.1. Soit f: E — F. On dit que f est une application linéaire si :
e Vx,yeE f(x+y)=f)+f();
e VxeE,VAeK, f(Ax) = Af(x).

On note Z(E, F) 'ensemble des applications linéaires de E dans F.

Lorsque E = F, on parle d'endomorphisme, et on note £ (E) = Z(E, E) 'ensemble des endomorphismes de E.
Si F =K, on parle de forme linéaire.

Remarque 1. o Les applications linéaires sont les applications qui préservent les deux opérations qui définissent la
structure d’espace vectoriel.

e Si fe Z(E,F), onatoujours f(0g) =0F.

Proposition1.1. Soit f: E — F. Lapplication f est linéaire ssi:Vx,y€ E,YAeK, f(Ax+y)=Af(x)+ f ().

Proposition 1.2. Si f € Z(E,F), alors l'image par f d’'une CL est égale a la CL des images par f :

Vxl,...,xpEE,V/ll,...,/lpe[K,f

p p
> lkxk) =) Aefxp).
k=1

k=1

Définition I.2. Un isomorphisme entre E et F est une application linéaire f € £(E, F) bijective. Lorsqu'une telle ap-
plication existe, on dit que E et F sont isomorphes.
Lorsque E = F, on parle d’automorphisme.

1.2. Opérations sur les applications linéaires

Proposition I.3. £ (E, F) est unK-ev dont l'élément neutre est l'application nulle 0 g r) : x — Of) et les deux lois sont
définies a partir de celles de F.

| Proposition 1.4. La composée de deux applications linéaires est linéaire.

Remarque I.2. La composition se distribue surlasomme: fo(g+h)=fog+ fohet(f+gloh=foh+goh.
On note f" = fo fo...of. En général, deux applications linéaires ne commutent pas. Quand elles commutent, on peut
————

n fois
appliquer la formule du bin6me de Newton.

Proposition L.5. Si f € £(E, F) est un isomorphisme, alors f~' : F — E est linéaire. Si g € £ (F,G) est aussi un isomor-
phisme, alors f o g est un isomorphisme et (go f)™' = flog™!.

Définition I.3. On note GL(E) '’ensemble des automorphismes de E. C’est le groupe linéaire de E.

I.3. Applications linéaires et sev
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II. Endomorphismes remarquables

Proposition 1.6. Soit f € Z(E,F).
e SiE'cE estun sevdeE, alors l'image directede E', f(E") = {f(x),x€ E'} estun sevde F.
e SiF' c F est un sevdeF, alors 'image réciproquede F', f<~'>(F') = {x € E | f(x) € F'} est un sev deE.

Définition I.4. Soit f € Z(E, F).
1. Lenoyaude f estker(f) = f<" ({0 = {x€ E| f(x) = 0p}.
2. Limagede f estIm(f)=f(E)={yeF|3x€E, f(x) =y}

Exemples I.1. . ker(Og(E,p)) =EetIm(0¢ g F) =1{0F}.
e ker(idg) = {0g} et Im(idg) = E.

Proposition 1.7. Soit fe€ £L(E,F):
1. f estinjective ssiker(f) = {0g}.
2. f estsurjective ssilm(f) =F.

Proposition 1.8. Soit (e1, ez,...,ep) une famille de vecteurs de E et f € £ (E, F).

f(Vect(ey, ez,..., ep)) = Vect(f (e1), f(e2),..., f(ep))

En particulier, si (e1, ez, ...,ep) engendre E, alors f(ey), f(e2),..., f(ep) engendreIm(f).

Méthode. En dimension finie, pour trouver une base de Im(f), on prend une base 98 de E puis on extrait une famille libre
de f ().

Proposition 1.9. Soit E; et E, deux sev supplémentaires non nuls de E. Pour tout couple (fi, f>) € £(E1, F) x £(E», F),
il existe une unique application f € £ (E, F) telle que fig, = fi et fig, = fo.

II. Endomorphismes remarquables

I1.1. Homothéties

Définition II.1. Soit A € K. Lapplication h, : E — E définie par :
VxeE hy(x)=Ax

est appelée homothétie de rapport 1.

Proposition II.1. Soit A € K.
1. SiA =0, alors hy est l'application nulle.

2. SiA#0, alors hy est un automorphisme de E d’inverse h%.

Dans les deux cas, hy commute avec tous les endomorphismes de E.

Remarquell1. Soit f € Z(E) et A€ K. On pose Ej = ker(f — Aidg). Alors fig, est 'homothétie de E, de rapport A.

II.2. Projecteurs, projections

Soient F et G deux sev supplémentaires de E : E = F & G. Alors, pour tout x € E, il existe un unique couple (xp,xg) € Fx G
tel que x = xp + xg.
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III. Applications linéaires en dimension finie

Définition I1.2. La projection de x sur F parallelement a G notée n(x) est le vecteur xr.
La projection sur F parallelement a G est'endomorphisme 7 : x € E— ngg(x) € E.

VxeF npcx)=x

. En particulier, TpGoTEG = TEG-
VJCEG, jTEG(x):O » ) ) )

Proposition I1.2. 1. {

2. iddg—npg =7gF.

3. F=ker(idg —ngg) =Im(ngg) et G =Im(idg —n ) = ker(ngg).
Définition I1.3. Soit p € Z(E). On dit que p est un projecteur si pop = p.

Proposition I1.3. Soit p € Z(E). Si p est un projecteur, alors p est la projection sur Im(p) parallelement aker(p).

Remarque IL.2. Si p € Z(E) estun projecteur, Im(p) = ker(p —idg).

On a donc deux approches des projecteurs/projections :
» une approche géométrique (on projette sur un sev parallelement a un autre);
« une approche algébrique (c’est un endomorphisme qui vérifie po p = p).

II.3. Symétries

Définition I1.4. Soient F et G deux sev supplémentaires de E. Le symétrique de x par rapport a F parallelement a G
est xp — xg.
La symétrie par rapport a F parallelement a G est'endomorphisme sgg:x € E — sgg(x) € E.

VxeEsgg(x)=x

Proposition I1.4. 1. { . En particulier, spg o Spc =idg.

Vx€G,sgg(x)=—x
2. —SEG = SG,F-
3. F=ker(sgg—idg) et G =ker(sgc +idg).

4. Sise L(E) vérifie sos =idg, alors s est la symétrie par rapport aker(s —idg) et parallelement aker(s +idg).

Remarque I1.3. Sion sait que s est une symétrie, pour trouver F, il faut résoudre s(x) = x, et pour trouver G, s(x) = —x.

III. Applications linéaires en dimension finie

II1.1. Applications linéaires et familles de vecteurs

Proposition IIL.1. Soiz (ey,ez,...,ep) unebasedeE et f € £L(E, F).
1. f estsurjective ssi (f (e1), f(e2),..., f (ep)) est génératrice de F ;
2. [ estinjective ssi(f(e1), f(e2),..., f(ep)) est libre;
3. f estbijectivessi(f(e1), f(e2),..., f(ep)) est une base de F.

Théoreme II1.2

Soit (ey, ez,...,ep) une base de E et (fi,... fp) une famille quelconque de vecteurs de F. Alors il existe une unique
application linéaire ® : E — F telle que :
Yie[1,p], @) = fi.

Remarque II.1. Ainsi, pour définir une application linéaire, il suffit de donner I'image des vecteurs d'une base. De plus,
si deux applications linéaires sont égales sur une base, alors ce sont les mémes.
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III. Applications linéaires en dimension finie

II1.2. Isomorphismes et dimension

Théoréme II1.3

E estisomorphe a F ssidimE =dim F.

II1.3. Rang d’une application linéaire

Définition III.1. Soit f € Z(E, F). On dit que f est de rang fini si Im(f) est de dimension finie. Le rang de f est alors
rg(f) = dim(Im(f)).

Remarques II1.2. o Lorsque E est de dimension finie, c’est aussi le rang de la famille f(%) avec & une base de E.

o 1g(f) =0ssi f =0¢k,p.

Proposition III.4. Soitue £ (E,F).
1. SiF estde dimension finie, alors u est de rang fini, rg(u) < dim(F), et u est surjective ssirg(u) = dim(F).

2. SiE estde dimension finie, alors u est de rang fini, rg(u) < dim(E), et u est injective ssirg(u) = dim(E).

Proposition II1.5. Soient f € £ (E,F) et g € £(F,G) de rang fini. Alors g o f est de rang fini et
1. rg(go f) = min(rg(f),18(g));
2. si g estun isomorphisme, alorsrg(go f) =rg(f);

3. si f est un isomorphisme, alorsrg(go f) =rg(g).

Théoréme I11.6 (Théoréme du rang)

Soit f € L(E, F).
1. Si S est un supplémentaire de ker(f) dans E alors fis: S — Im(f) est un isomorphisme.

2. On suppose que E est de dimension finie.

dim E = dim(ker(f)) +rg(f).

Corollaire II1.7. Soit f € Z(E, F) avec dim(E) = dim(F).

f estinjective < f est surjective <= f est bijective.

Remarques II1.3.  Attention, ce résultat est faux en dimension infinie. Par exemple, P € K[X] — P' e K[X] est surjec-
tive, mais pas injective.

« Si M€ T, estinversible, alors T € T,y — MT € T, est injective, donc bijective. En particulier, il existe T € T, telle
que MT = I, : I'inverse de M est triangulaire supérieure.

Corollaire II1.8. Soit f € £ (E, F) avec dim(E) = dim(F). Les propositions suivantes sont équivalentes :
1. f estinversible;
2. ilexistege L (FE) telquego f =idg;
3. ilexistehe L(FE) tel que f o h =idp.

Si l'une d'entre elles est vraie, alorsg = h= .
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IV. Equations linéaires

IV. Equations linéaires

Définition IV.1. On appelle équation linéaire d'inconnue x € E toute équation de la forme f(x) = b, ou f € Z(E, F)
et b € F. On dit que I'équation f(x) = b et compatible si elle admet au moins une solution. Cela revient a dire que
b eIm(f).

Proposition IV.1. Soit f(x) = b une équation linéaire compatible et xy € E une solution. Alors l'ensemble des solution de
l'équation est
{x0+ K,k eker(f)} = <1 ({b})

<-1>

Remarques IV.1. 1. Attention, {b} n'est pas un sev de F (saufsi b =0r), donc f ({b}) n'est pas un sev de F.

2. Considérons I'équation différentielle (E) : y' + a(x)y = b(x) avec a,b : I — R des fonctions continues. Lapplication
¢ : €I — €° (1) définie par @) =¥ + a(x)y est linéaire. De plus, ker(p) = {y € €' | y' + a(x)y = 0} est 'ensemble
des solutions de I’équation homogene. On retrouve que I’ensemble des solutions de (E) s’écrit {yo + yp, ¥n € ker(¢)}.

Proposition IV.2. Lensemble des suites vérifiant une relation de récurrence linéaire homogene d'ordre 2 a coefficients
constants est un ev de dimension 2.

Remarque IV.2. On a donné une base de cet espace vectoriel dans le chapitre 14.

V. Formes linéaires et hyperplans

On suppose dans ce paragraphe que E est de dimension finie n = 1.

Définition V.1. 1. Un hyperplan de E est un sous-espace vectoriel de E de dimension n — 1.

2. Une forme linéaire sur E est un élément de Z(E,K).

Proposition V.1. 1. Soitu e Z(E,K) une forme linéaire non nulle. Alors ker(u) est un hyperplan de E.

2. Soit H un hyperplan deE. Il existe u € £ (E,K) telle que H = ker(u). De plus, siv € £ (E,K) vérifie aussi H = ker(v),
alorsilexiste e K* tel que v = Au.

Remarque V.1. Tout hyperplan de E admet donc une équation u(x) = 0. Si (ey,...,e,) est une base de E, et x1,...,x,; € K
n

sont les coordonnées de x, alors I’équation s’écrit Z x;u(e;) =0.
k=1
Par exemple, pour E = R, on retrouve qu’un plan vectoriel admet une équation ax + by + cz =0.

Proposition V.2. Soit H un hyperplan de E et D une droite de E qui n'est pas contenue dans H. Alors E= H& D.

Remarque V2. Si E n'est pas de dimension finie, on peut définir un hyperplan : c’est le noyau d'une forme linéaire non
nulle.
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