I. Intégrale des fonctions en escalier

Chapitre 25 : Intégration

I. Intégrale des fonctions en escalier

Définition I.1. Soit [a, b] un segment. On appelle subdivision de [, b] toute famille finie o = (x;) [, ,) ' €léments de
[a,bltelleque:a=xp<x1<:-<xp=n.
Le pas de la subdivision o estle réel : §; = max{x;+1 —x;,i € [0,n—1]}.

Définition I.2. Soit f : [a, b] — R une fonction. On dit que f est une fonction en escalier s’il existe une subdivision
0 = (Xi) je[o,] de la, b] telle que pour tout i € [0, n— 1], fix, x;.,[ €st constante.
On dit alors que o est une subdivision adaptée a f.

Proposition I.1. Toute combinaison linéaire de fonctions en escalier sur [a, b] est une fonction en escalier sur [a, b].

Définition 1.3. Soit f : [a, b] — R une fonction en escalier. Pour toute subdivision o = (x;)c[o ] de [a, b] adaptée a f,
on pose y; lavaleur de f sur 'intervalle | x;, x;+1 [ pour tout i € [0,n—1] et:

n—1
S(f,o) =) yilxiy1 —x;).
i=0

Théoréeme 1.2

Soit f : [a, b] — R une fonction en escalier et o, o’ deux subdivisions adaptées a f-Alors S(f,0) = S(f,o’).

b b
On notef r ouf fndt, ou/ fou f(©)dt la valeur commune.
a a la,b] la,b]

b
ExempleI.1. Si f: [a, b] — R est une fonction constante égale a C, alors f f estl'aire d'un rectangle de c6tés b—a et |C|
a

b
(en faisant attention au signe de C), donc f f=Wb-acC.
a

b b b
Mf+g)=/1f f+f g.
a a

Proposition 1.3. 1. Soient f, g : [a, b] — R deux fonctions en escalier et A € R. Alors f
a

b
2. Soit f: [a, b] — R en escalier et positive. Alors[ f=0.
a

II. Intégrale des fonctions continues sur un segment

II.1. Définition

Théoreme I1.1

Soit f: [a, b] — R une fonction continue. Alors I'ensemble

m(f):{f g(ndt|g=<fetgesten escalier}
la,b]

admet une borne supérieure et 'ensemble

M(f)Z{f gdt| g=fetgesten escalier}
la,b]
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II. Intégrale des fonctions continues sur un segment

b b
admet une borne inférieure. De plus, inf(M(f)) = sup(m(f)). On note cette Va]eurf f ouf fndt, ouf f ou
a a la,b)

fde.
la,b]

a b
RemarqueIl.1. On posera[ fde= —f fHdz.
b a

I1.2. Propriétés de base

II1.2.1 Linéarité et relation de Chasles
b
Proposition I1.2. Lapplication f € € ([a, b]) — f f(t)dt € R est une forme linéaire.
a

Proposition I1.3. Soit f : [a, b] — R continue et c € [a, D].

fubf=f:f+fcbf-

I1.2.2 Positivité et croissance

Proposition I1.4. Soient f et g deux fonctions continues sur [a, D).

b
1 Sisz,alorsf f=o.
a

b b
2. Sif=g alorsf fzf 8.
a a

[l

b
4. Sipourtoutxela,bl,ms f(x) <M, alorsm(b—a)s/ f=sMb-a.
a

3.

I1.3. Valeur moyenne

1 b
Définition II.1. Soit f: [a, b] — R continue. La valeur moyenne de f est u = 3 f f-
—al,

Remarque I1.2. Lavaleur moyenne de f estla valeur de la fonction constante qui ala méme intégrale que f sur [a, b]. En

b b
effet, f pu=b-apu= f [ car u est une constante.
a a

Théoréme II.5 (Formule de l1a moyenne)

Soit f : [a, bl — R continue. Il existe c € [a, b] tel que f(c) = p.
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III. Intégrales et primitives

III. Intégrales et primitives

III.1. Théoréme fondamental de I'analyse

Théoréme I11.1

X
Soit I un intervalle de R et soit f une fonction continue sur I et a € I. La fonction F : x — f f(©)dt est 'unique
a

primitive de f qui s’annule au point a.

Remarque IIL.1. En particulier, toute fonction continue sur un intervalle admet une primitive.

Corollaire II1.2. Soit f une fonction continue sur un intervalle I deR eta,b e I.

b
1. SiF est une primitive de f, alorsf fdt=F(b)-F(a).
a

b
2. Sifest€' surl, alors f(b) - f(a) =f fl(dz.
a

b
Proposition II1.3. Soit f : [a, b] — R une fonction continue de signe constant. Si[ f=0alors f=0.
a

Proposition II1.4. Soit f : R — R une fonction continue et périodique de période T. Alors pour tout a € R,

a+T T
f f(t)dt:f f(odt
a 0

III.2. Rappels

Théoréme II1.5

Soient u et v deux fonctions de classe ¢’ sur [a, b].

b b b
f uv’:[uv]a—f u'v.
a a

Théoreme II1.6
Soit f une fonction continue sur un intervalle I et g : ] — I une fonction € sur J. Pour touta,be J,

b g(b)
f Flg)g (ndt = f Fwdx.
a g(a)

Proposition II1.7. Soit f : R — R une fonction continue.

a
1. Si f estimpaire, alors pour tout a = 0, f®dt=0.
—a

a a
2. Si f est paire, alors pour tout a =0, fde = 2[ fd:t.
-a 0
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IV, Calcul approché d’intégrales

IV. Calcul approché d’intégrales

IV.1. Sommes de Riemann

b-a b-a
Soit f : [a, b] — Ret ne N*. Pour tout k € [0, n], on pose x; = a+ k——, de sorte que xo = a et x, = b, et Xp41 — X = ,
n n

donc les x; sont régulierement espacés entre a et b et o = (xi) ke[o,n] €St UNE subdivision de [a, b] de pas

Xe+1 —
On approxime f parl'aire du rectangle de cotés xy+1 — Xk =
Xk

a et f(x;). On pose donc

b—an"zl b-—a
Sn(f)—TI;)f(a-i-k p )

C’est une somme de Riemann de la fonction f.
Si n est petit, c’est assez grossier, mais lorsque n tend vers +oo, on a le résultat suivant.

Théoreme IV.1

Soit f : [a, b] — R une fonction continue. La suite (S, (f)) nen+ converge et

. . b-aml b-a b
Jim 5, = tim 85 lar i) < o

Remarque IV.1. On aurait aussi pu prendre des rectangles dont les hauteurs sont données par les images par f de n'im-
b-a

b-
porte quels points des intervalles |a + k—a, a+(k+1)
n

En particulier, on a

if(mkb;n“) =fahf(t)dt.

IV.2. Méthode des trapézes

b- b-
a,a+(k+1) a

n
b—a)
n

1
Lerreur dans la méthode des rectangles est de 'ordre de —. Aulieu d’approcherl'intégrale de f sur [ a+k
n

b-—a

parl'aire d'un rectangle, on peut 'approcher parl’aire d'un trapéze dont les bases sont f (a +k ) etf (a +(k+1)
—a f(a+kb;n“)+f(a+(k+1)%) b—a
x .

b
et de hauteur . Son aire est 5
n

On pose donc:

b-anl b- b-
Ta(f) = z_nakzzo(f a+k7a)+f(a+(k+1)7“))
b-a n-1 b-a
= W(f(a)+f(b)Jrzkglf(ka)).

Proposition IV.2. Soit f : [a, b] — R une fonction continue. La suite (T,(f)) nen* converge et

b
lim_Tu(f) = f Far.

1
Remarque IV.2. Si f est €2, alors I'erreur d’approximation dans la méthode des trapéze est de I'ordre de —-
n
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V. Intégration des fonctions a valeurs complexes

V. Intégration des fonctions a valeurs complexes

V.1. Définition

Définition V.1. On dit que f: [a, b] — C une fonction continue. Lintégrale de f entre a et b est le complexe :

b b b
ff(t)dtzf Re(f(t))dr+if Im(f(¢))d¢.
a a a

Remarque V.1. Lintégrale d'une fonction complexe a essentiellement les mémes propriétés que celle d'une fonction

réelle :

o Linéarité, relation de Chasles;

« Inégalité triangulaire;

e Théoréme fondamental de I’analyse (voir le paragraphe III);

« Intégration par parties et changement de variables (voir le paragraphe III).

Il manque principalement la positivité et la croissance et les propriétés qui en découlent bien sir.

V.2. Inégalité de Taylor-Lagrange

Théoréme V.1

Soit f : I — K une fonction de classe €"*! et a € I. On suppose qu'il existe M € R tel que : Vt e I, |f" V()| < M.

Alors : .
n 9@ lx—al™!
Vxel, x) — x—a)f|sM———
f@ ,;) k! ( ) (n+1)!
Remarque V.2. 1. En particulier, si I est un segment, comme f"*! est continue, le réel M existe.

2. La fonction x — )_

I'ordre n.

n f(k) (a)

i K

(x — @)* est une fonction polynomiale et s’appelle le polyndme de Taylor de f en a a

Corollaire V.2. Soit f : [a, b] — C une fonction de classe &' Alors f estlipschitzienne sur [a, b].
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