I. Calculs d’intégrales

Intégration - Exercices

I. Calculs d’intégrales

Exercicel.1. Calculer les intégrales suivantes :

b ox L arcsin(t/2)
1. d 7. ———drt
J, e J Vi
1
z.f Qt+1e 'dr 1 )
-1 8. f In(1+ r“)dr
€ 0
3.[ t"In(r)dt
1 9 fz dr
X .
4.[ e?!sin(p)dt 1 t+tIn(p)
1 X t+3
5. [ arctan(x)dx 10'[ mdt
0
-1 Vit x P -2r+3
6. (u: 1+x) 11[
1 xV1+x B-212—1+2

II. Propriétés importantes de I'intégrale

x+1 dr
Exercice II.1. Déterminer lim .
x—+00 J 2+ \/;
On pourra faire un dessin pour s'aider...

1 1
Exercice II.2. Soit f € £°([0,1],R) telle que f fHde= 3 Montrer que f admet au moins un point fixe.
0

. L . 2x et
Exercice I1.3. 1. En encadrant I'intégrande, montrer que lim f Tdt =1n2.
x—0t X
2. Calculer les limites suivantes :
X 2x
(@ lim sin(t%)dt (© lim cos(?)
x—0tJ_x x—+00 J, 12
2x 2% sin(t
(b) lim —_— (d lim ( )dt
x—+oo Jy  In(f) x—+o00 Jy t

1 k+1 1 1
Exercice I1.4. 1. Montrer que pour tout k € N*, 1 < f —dx < %
k

n

1
2. Endéduire queIn(n+1)< ) P <l+lnn.

k=1
L
3. Déterminer la limite et un équivalent simple de Z %
k=1
1 "
Exercice II.5. Pour tout n € N, on pose u, = f dz.
o 1+1¢2

1. Calculer uy.

1
2. Montrerque:VneN,0<u, < Tl
En déduire que la suite (¢,,) converge et déterminer sa limite.

3. Calculer u, + uj 4.
4. Pour tout =0 S Xn: 1t
. Pour tout n =0, on pose S, = .
POSEon = 4 ok
Exprimer S, en fonction de ug et u2,+2 puis déterminer lim S,.
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II. Propriétés importantes de I'intégrale

n

dx.

1
Exercice II.6. Pour tout n €N, on pose I, = f
o 1+x

1. En encadrant la fonction intégrée, montrer que I, 0.

n—+o0o
2. Pour tout n €N, calculer I, + I};41.
n (_1)k+1

3. Pourtout n =1, on pose u, = Z i
k=1

Exprimer u, en fonction de Iy et I,,.
4. Déterminer lim u;,.

1

Exercice II.7. Pour tout n €N, on pose I, = f x"e*dx.
0

1. Montrer que la suite (I;;) converge vers 0.

2. Montrer que pour tout n €N, I;41 =e—(n+1)I,.

3. Montrer par récurrence sur n qu’il existe a,, b, € Z tels que I, = ape+by,.
4

. Enraisonnant par '’absurde, montrer que e ¢ Q.

1
Exercice I1.8. Soit f:[0,1] — R une fonction continue. Pour tout n € N, on pose I, = f fe"de.
0

Montrer que I, P 0.

s

Exercice I1.9 (Wallis). Pour tout n €N, on pose I, = f ’ sin” tdt.
0

1. Montrer que la suite (I,;) est décroissante.

n+1
2. Montrer que pour tout entier naturel, I,,42 = n+21"'
3. En déduire que :
b4
a) pourtoutneN, I,1 =—.
@ p nin+1 2+ D)
ep)! n 22P (p)?
b) pourtoutpeN, L, = ————— et . =—.
(b) p PER 2= 5z 2 2P T p i

4. Montrer que I, ~ I,,+1, puis déterminer un équivalent simple de I, lorsque n tend vers +oo.
Exercice I1.10 (Lemme de Riemann-Lebesgue).

b .
Soit f: [a, b] — C une fonction de classe €. Montrer que : f f(ne'dt —=0
" =

b
Exercice I1.11 (Cauchy-Schwarz). Soit f, g € € ([a, b],R). En remarquant que la fonction x — f (xf(H)+ g(t))zdt est po-
a

b b
< ff(t)zdt fg(t)zdt.

X
Exercice I1.12 (Centrale PC 2018). Soit E = €°(R,R). Pour tout f € E, on pose ®(f) : x e R— f fndz.
0

lynomiale et positive sur R, montrer que :

b
f fg(nde

1. Justifier que ® est un endomorphisme de E.
2. Déterminer ker(®) et Im (D).

3. Soit F un sev de E de dimension finie qui est stable par ®. On note ¢ '’endomorphisme induit par @ sur F.
Montrer qu'il existe m € N tel que (id, ¢, ..., ™) est liée.

4. En déduire que tous les éléments de F sont solutions d'une méme EDL homogene a coefficients constants.
5. En déduire F.

1
Exercice I1.13 (X PC 2018). Soit f € %0([0, 1],R). On pose pour tout neN, I, = nf x" f(x)dx.
0

@ 1
1. Soit a € [0, 1[. Montrer quef x”f(x)dxn = o(—).
0

—+o00 \n

2. Onsuppose que f(1) =0.
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III. Sommes de Riemann

£
= —.

(a) Soit € > 0. Montrer qu'il existe a € [0, 1] tel que pour tout n € N, 1

1
f x" f(x)dx

(b) En déduire la limite lorsque n tend vers +oo de I;,.
3. Onne suppose plus f(1) = 0. En se ramenant au cas précédent, déterminer la limite de I,, lorsque n tend vers +oco.

Exercice I1.14 (TPE PSI 2018). Trouver toutes les fonctions f € °(R,R) telles que :
X
VxeR, f(x) +/ (x=0f(@®dt=1.
0

Exercice I1.15. 1. Justifier que pour tout x = -2, ¥ +2x>+1>0.

1
2. Prouver que la fonction f:x— f _
1 Vi3+212+1

3. Montrer que f réalise une bijection de [-2,2] sur un intervalle I.

dx est bien définie sur [—2, +oo et est de classe €.

4. Justifier que f ~! est aussi de classe € sur I, que 0 € [ puis calculer (f “1%(0).

()

Exercice I1.16. Soit ¢ la fonction définie sur R par: V¢ € R*, () =

2x
Pour tout x € R, on pose f(x) = @(ndt.
X

etp(0)=1.

1. Justifier que f est bien définie sur R et étudier sa parité.
2. Montrer que f est dérivable sur R et calculer sa dérivée.
3. Dresser le tableau de variations de f sur R.
yx) o,
Exercice I1.17 (Centrale PSI 2018). 1. Montrer que pour tout x € R, il existe un unique y(x) € R tel que f el"dr=1.

X
2. Justifier que la fonction y est monotone.

X
2
3. Pour x € R, on pose F(x) = f e’ dt. Justifier que F est de classe €' sur R et bijective (on précisera le domaine
0
d’arrivée).
4. En déduire que y est continue et dérivable. Donner une expression simple de sa dérivée en fonction de x et y(x).
yx o,
5. En encadrant f e’ dt, déterminer I'équation de I'asymptote a la courbe représentative de y lorsque x est au

P
voisinage de +oo.

III. Sommes de Riemann

LA 1
Exercice III.1. Déterminer lim Z en étudiant les sommes de Riemann de la fonction f: x — ——
n—+oo = n+ 1+x°

Exercice II1.2. Calculer les limites des suites :

ln_l 1 lnl n 1
l.un:— = Z\/_ 3wn:Z

Ni=ol+3% <o

k=

k

Exercice II1.3. Soit f: [0,1] — R une fonction de classe €. Pour tout 7€ N*, on pose A, = Z Z (-1 f =
k=0

1

o 5 /(55 )

3. Montrer alors que (A,) converge vers 0.

1. Justifier que pour tout n € N*, A, =

0.

2. En déduire que Az, -

—+00

IV. Taylor-Lagrange

2 2 4

X x
Exercice IV.1. 1. Montrer que: Vx e [0 ] l1-—=<cos(x)=1- > + 2"
n x |x|n+1 n xk
2. Montrerque: VxeR,VneN, |e Z — | =« ———— e En déduire la limite de )" — lorsque n tend vers +oo.
— k! (n+ ! = K
. N . - . 11 n-1l
3. Enappliquant TL a la fonction x — In(1 + x), calculer la limite de la suite u;,, =1 — 3 + 37 +(-D"—
n
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IV. Taylor-Lagrange

Indications - Solutions

ExerciceI.1:

Lx 1 i
1. dx = - [arctan(x?)]} = =
[y = tactancen =

1
2. (IPP)f @t+le dt=e-5e7}
-1

n+1 n+1 1

e

€ e
3. (IPP t"In(n)dt = -
( )f1 A= = e T a2

X 1
4. (IPP ou complexe) f el sin(ndr = 5 (2sin(x) — cos(x) e2*

5. (IPP) f arctan(x)dx—z—lnﬁ
4 2
2 1 EI) 1 V3-DW2+1)
N . du=1n
1 xvVI+x Jv2 (W2-Du vz 2-1 Lz u-1 u+1 W3+D)(V2-1)

7w )f arcs1n(t/2) %[arcsin(t/Z)Z](l,:

8. (IPP)f In(1 + tZ)dt: 3 +In(2) -2
0

9. (u=In(1) P dt =1In(1 +1n(2))
T 1 t+tln(t)
X t+3 X1 2¢-2 x 4 x 4 x 1
10.f ;dtzf -—dt+f —d=ln(x2—2x+5)/2+f —dt=ln(x2—2x+5)/2+f - dt=
12-2t+5 212-2t+5 t2-2t+5 (t—-12+4 ((t=1)/2)2 +1
2arctan((x —1)/2) +In(x? — 2x +5)/2

2
t“—-2t+3 * 1 1 1

11. (DES)f ———dt= —— ———+ ——dt=In|x+1|-In|x—-1| +In|x - 2|
B2 t+2 t+1 t-1 t-=2

1 x+1 t
Exercice II.1 : Comme la fonction f: t — est décroissante sur [x,x + 1], f = f(x) 0
2+t x 2+t x—+00

1
Exercice I1.2 : On pose g : x — f(x) — x. C’est une fonction continue sur [0, 1] et f g(r)dt = 0. Si g ne change pas de signe, alors
0

Vtel0,1], g(t) =0, donc f aune infinité de points fixes. Sinon, g change de signe, donc s’annule d’apres le TVI. Donc f admet un point
fixe.
Exercice I1.3 :

et el ¥ 2x ] 2x e ox [2¥1 2x gt 2
1. Pourtoutte [x,2x],75 - = ,doncexf ;dtsf Tdtse xf ;dtetexln25f Tdtse *In2 puis on applique

r x x x x
les gendarmes.

X
2. (a) Pourtoutf€eR, | sin(t2)| <1, donc pour tout x >0, sin(tz)dt <2x 0.
. 1 . 2x X
(b) Lafonction t — —— est décroissante sur |1, +oo[, donc pour tout x > 1, ——dtz —— — +oo.
In(t) x In(p) In(2x) x—+o0

(c) Pour tout x >0,

2X cos(t) 2x 1 1 1 1
dtsf Sdr=[-1/0%=-- —=— ——0.
x 2 ‘ x 12 [ x X 2x 2x Xx—+oo

2x 2x t
e,

x x 2 x—+00

2x sin(¢ cos(f)

(d) Soit x>0, (IPP)[ d[: -

Exercice I1.4 :

. 1 o
1. Lafonction x — — est décroissante sur R}, donc "
X n

2. Onsomme les encadrements précédents pour k allantde 1 a n.
3. Ondivise 'encadrement précédent et on applique les gendarmes.
Exercice I1.5:
1. up=-.
07 7%
lJl
2. Pourtout r€[0,1],0 <
1+ 7

5 = t" puis on integre. Par encadrement, la suite (i) converge vers 0.

1
3. up+upy2 nel
1 n k n k n+l
4. Comme —— = Upp + Upgy, Sn = 2. (D upp+ Y (-D*up 1) = Z( DFuy = Y D upp = up - (D" uppsp ——
2k+1 k=0 k=0 k=0 k=1 n—+oo

T
upgp = —.
0= 7%
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IV. Taylor-Lagrange

Exercice I1.6 :

x" 1
1. Pour tout t€[0,1],0 < <x", donc0<1I, < —.
1+x n+1
1
2. In+1 = —.
n n+1 n+l
1 n n
3. Comme % =l 1+, up= Z (—l)k+11k_1+ Z (—1)k+11k:[0_(_1)”[n.
k=1 k=1

4. limuy, =Ip=1n2.
Exercice I1.7 :

v e
1. PourtoutneN, |Iy|<e| x"dx= P donc I, — 0 par encadrement.
0 n

n+1

2. On fait une intégration par parties : on dérive x — x et on primitive x — e*.

1
3. e Pourn=0, I =f e*dx=e-1,donc ag = 1 et by = —1 conviennent.
0
« Soit n € N. Supposons qu'il existe ay, by, € Z tels que I, = ape+by. Alors I41 =e—(n+1)(ape+by) = —nape—(n+ 1) by,

donc a;+1 = —nay € Z et by+1 = —(n+ 1) by, conviennent.

p

anpp+b
4. Supposons par l'absurde que e € Q. Il existe p € Z et g € N* tels que e = —. Alors, pour tout n € N, I, = &nb * Ong

. Donc

q
anpp+bpg— 0.0r, pour tout n €N, app + bpq € Z, donc la suite (anp + by, q) est stationnaire : il existe N € N tel que Vn = N,
anpp+bnq =0, donc I, = 0. Or, c’est absurde car I est 'intégrale d'une fonction positive sur [0, 1] qui n’est pas identiquement
nulle, donc I; > 0.

Exercice I1.8 : Comme f est continue sur [0, 1], elle est bornée : il existe M € R tel que pour tout ¢ € [0,1], |f(#)| = M. Donc |I| <
1 1
f If(t)tnldtst t"dt =
0 0
Exercice I1.9 :

—0.

n+1 n—+oo

1. Pour tout x € [0,7/2], 0 < sin(x) < 1. Donc pour tout n € N, et pour tout x € [0,7/2], sin”?(x) = sin”*1 (x). Enintégrantde 0 a /2,
on trouve que I, = I;4+1, donc que (I) est décroissante.

2. On fait une IPP : on dérive sin*1

et on integre cos.
3. (@ SoitneN, (n+2)I,4+2 = (n+1)I, et en multipliant par I,,41, on trouve (n+2)I;;+21,+1 = (n+1)I,,4+1 1. Ainsi, la suite

T T
((n+1)I,,4+115) est constante. Son premier terme est Ip/] = 7 DoncpourtoutneN, (n+1)I,411, = 3

(b) On procede par récurrence.
n+2 Iﬂ+1

4. La suite (Ij;) est décroissante et positive, donc pour tout n €N, 0 < I;;42 < I;;+1 < I,. En divisant par I, on a - < I <1
n n

Donc Ini1 1 par encadrement. Ainsi, I;; ~ I, Puis, I;411, = il donc 12 il et/ il
In P i e AR TP IE D " o2m+y TV 2+

. b , 1 . 1 rb .
Exercice I1.10 : On commence par faire une IPP : on dérive f et on primitive e””:f f(rye!dr= _—[f(t)e””]g——f fl(nedr.
a n nJa

b .
OO 10 oy
n nJda

1 rb
Or < —f If(D)ldt — 0.
nJa

i intyb
l.n[f(t)e la

b b b b
Exercice II.11 : On remarque que P(x) =f (xf(t)+g(t))2dt=x2f f(t)zdt+2xf f(t)g(t)dt+f g(t)zdt, donc P est un polyndme
a a a a

b
qui est toujours positif. Si f f (H)?dt = 0 alors la fonction f 2 estnulle sur [a, b] (car continue, positive et d’'intégrale nulle). Dans ce cas,
a

b 2
I'inégalité est vérifiée. Sinon, P est de degré 2 et toujours positif ou nul, donc son discriminant est négatif ou nul : 4 ( f f@ g(t)dt) -
a

b b
4 f f (n2dr f g(t)zdt < 0. En réorganisant et en prenant la racine carrée, on trouve I'inégalité voulue.
a a
Exercice I1.12:

1. La linéarité découle de la linéarité de l'intégrale. D’autre part, si f € E, la fonction ®(f) est de classe 1 d’apres le TFA. En
particulier, ®(f) € E.

2. Soit fe E.Ona®(f) =0 < VxeR, ®(f)(x) = 0. Doncsi f € ker(®), alors f = ®(f)' =0g. Donc ker(®) = {0g}.
On a déja remarqué que Im(®) %! ([®,R). Notons G = {ge CIR,R) | g(0) = 0}. Alors Im(®) c G. De plus, sig € G,ona g’ € Eet
g =®(g"). Donc Im(®) = G.

3. Notons n = dim(F). Si m = n?, alors (id, @, ...,¢™) est une famille de £ (F) qui est de dimension n? : elle ne peut pas étre libre.

4. Remarquons que pour tout f € F et tout k € N*, qok(f) est de classe € et (pk(f)' = (pk_l (f). Prenons le m minimum donné par
m

la question précédente. Il existe donc m e N et Ag, ..., Ay € R tels que Y /l,-(pi =0p)-
i=0

m ;
Déja, Ag # 0, sinon, on aurait pour tout f € F, Z ;@' (f) et en dérivant, on aurait une contradiction avec la minimalité de 7.
i=1
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IV. Taylor-Lagrange

L
Ainsi, pourtout f€F, f = " Z ;¢ (f). On montre alors que [ est de classe € par récurrence.
0j=1

m .
Enfin, en dérivant la relation précédente m fois, on obtient que tous les éléments de F sont solutions d'une EDL Z A; y(l) =0.
i=0
5. Soit f € F. Alors g = ™ (f) € F est solution de 'EDL précédente. Or, pour tout k € [0, m — 1], g(k) (0) = 0. D’apres le théoréeme de
Cauchy linéaire (Iégerement hors programme pour 'ordre > 2), g est la solution nulle! Or f = g(m), donc f = 0. Ainsi, F = {0}.
ExerciceI1.13:

1. Lafonction f est continue sur [0, 1] qui est un segment, donc elle est bornée : il existe M € R tel que Vx € [0,1],|f(x)| = M. Ainsi,

a a M n+l 1
U x" f(x)dx SMf xdx= 2% = 0(—)carae[0,1[.
0 0 n+l n—+oo \n
1 l_an+1
2. (a) Comme f est continue et que f(1) = 0, il existe & > 0 tel que Vx € [a,1],|f(x)| < €. Donc f x" f(x)dx| < £T <
e a
n+1’
@ ne a a
(b) En utilisant le a ci-dessus, |I| < n f x"fo)dx|+ —<n f x" f(x)dx| + . Comme f " fodx| = o(/m),il
0 n+1 0 0 n—+oo

a
existe NeNtelque pourn= N, n f x”f(x)dx‘ < é&.Donc pour tout n = N, |I| < 2¢. Ainsi, I; — 0.
0

1 1 1
3. Onpose g = f—f(1). Lafonction g vérifie les hypothese précédentes. Donc nf x"g(x)dx — 0.0r nf x"g(x)dx = nf x" f(x)dx—
0 0 0

1
nf X F)dx = In— £(1)——. Ainsi, T — f(1).
0 n+1
ExerciceIl.14:
X P R
¢ Analyse: soit f vérifiant]’équation. Alors la fonction x — f (x=0fdt= xf f(t)dt—f tf(r)dt est de classe ¢ de dérivée
0 0 0

X
X— f f()dt d’apres le TFA. Donc f est aussi de classe ¢ ! En dérivant I'égalité, on trouve :
0

X
VxeR, f'(x) +f f(nde=0
0

De méme, on trouve que f” est de classe %1, et en dérivant :
VxeR, f(x)+ f(x) =0.

Ainsi, il existe A, B € R tels que f = Acos+Bsin.
o Synthese : soit A,BeR et f = Acos+Bsin.

X X
f (x—=1t)(Acos(t) + Bsin(t))dt = x[Asin(t) — Bcos(t)]g —f t(Acos(t) + Bsin(t))dt
0 0

X
= Axsin(x) — Bxcos(x) + xB — [t(Asin(f) — Bcos(t))](’)‘ +f Asin(t) — Bcos(1)dt
0
=xB—- Acos(x) + A— Bsin(x)

On remplace dans I'équation pour trouver B=0, A= 1.

La seule solution est f = cos.
ExerciceIl.15:

4
1. Onpose g:x — B +2x2+1 qui est de classe € sur R avec g’ (x) = 3x% +4x. Donc g’ sannule en 0 et en ——. En dressant le
tableau de variations de g, on trouve que g est croissante sur [—2,—4/3], avec g(—2) = 1, puis décroissante sur [-4/3,0] avec
g(0) =1 puis croissante sur [0, +oo[. Donc on a bien Vx € [2, +o0[, g(x) > 0.

1
2. Lafonction t — T est continue sur [-2, +oo[ d’apres la question précédente. D’apres le TFA, la fonction f est bien
Vie+2t2+1

définie et € sur [-2, +ool.

1
3. Ona pour tout x = -2, f'(x) = — >0, donc f est strictement croissante sur [-2,2] et continue sur [-2,2]. D’apres le
X2 +2x4+1
TBM, f réalise une bijection de [-2,2] sur [f(-2), f(2)].
4. Comme f’ ne s’annule pas sur [-2,2], f71 est aussi de classe €.

f(1)=0,donc0¢€ I. De plus, (f_l)'(O) = m = m Or f' X \/ﬁ, donc (f_l)'(O) =2.
ExerciceIl.16:
1. Lafonction ¢ est continue sur R* par opérations, et ¢(r) — 1= ¢(0). Donc ¢ est continue sur R. Ainsi, pour tout x € R, f(x) et
bien définie.

-2x 2x
Prenons x € R, f(—x) :[ @t)dt = ¢(—u)(—du) = — f(x) en posant u = —¢. Donc f est impaire.
—-X X
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IV. Taylor-Lagrange

X
2. On pose F: x — f @(t)dt. Comme ¢ est continue sur R, d’apres le TFA, F est I'unique primitive de ¢ qui s’annule en 0. En
0

particulier, F est dérivable sur R et F' = ¢. De plus, pour tout x € R, f(x) = F(2x) — F(x), donc f est dérivable par opérations.

Enfin, pour tout x € R, f’(x) =2p2x)—px) = M

3. Comme f est impaire, il suffit de I'étudier sur R, . Pour tout x € R4, x < 2x, donc sh(x) < sh(2x) par croissance de sh. Ainsi f’ est
positive sur Ry. f est donc croissante sur R. Enfin, comme ¢() +00, il existe xp > 0 tel que pour tout ¢ = xg, ¢() = 1 et

—

2x
donc pour tout x = xg, f(x) zf 1dt=x +00.
X

X—+00

Exercice I1.17 :

Vo2 2
1. Soit x € R.Lafonction g:y— f e!” dr est de classe € car c’est une primitive de ¢ — e . Sa dérivée étant strictement positive,
X
elle est strictement croissante sur [x, +oo[. De plus, g(x) =0etVy = x, g(x) = y — x, donc ylir{l g(x) = +o0. On conclut avec le
—+00
TVIL

. y(x1) 2 y(x2) 2 X2 y(x2) 2
2. Soit x1 < xz,f e’ dr =f e’ dt, doncf e’ dt =f e’ dt avec Chasles. D’out y(x2) > y(x1).
X1 X2 X1 y(x1)

2
3. Cestle TFA. On a de plus F/(x) =e* > 0, donc F est strictement croissante. Puis, pour x > 0, F(x) = x, donc xliIP F(x) =+oc0et
—+00

0
six<0,F(x):—f

2
e!” dr < x, donc xlimooF(x) = —o00. Donc TBM : F est une bijection de R sur R.
; e

4. On a F(y(x)) - F(x) = 1, donc y(x) = F~'(1 + F(x)). Comme F’ ne s'annule pas sur R, F~! est aussi de classe €' sur R. Par
F'(x) e 2

FFI1+F() er@?

composition, y est de classe €1, et ¥ (%) =

. 2 x2 Y 2 (x)? -y(x)? -x
5. Par croissance de t — e" sur Ry, on a (y(x) —x)e” < f el dt = (y(x) -xe’™, donc eV <=yx)-x<e ~ .Donc
X
yx) —x it o(x) : la premiére bissectrice est donc asymptote a y en +oco.
—+00
. . e 1 & 1 LS| . nooq 1 dx
ExerciceIIL1 : Les sommes de Riemann de f surl'intervalle [0,1] sont S, = — Y =) .Donc lim Y = —=
nk=01+% icontk n—+oof=n+k Jo 1+x

In2.
Exercice II.2:

1
1. Sommes de Riemann de f(x) =
1+3x

1

1
2. Sommes de Riemann de f(x) =2% : lim vy, = f 2%dx = o
0 n

1 L dx

3. Sommes de Riemann de f(x) = limw :f — =v3-1.

T0= = "o Vitex

Exercice IIL.3 :
n-1 2n-2 ; n-1 2n-1 7

2k i 2k+1 i

1. SoitneN*.Ona kgof(ﬁ) = i;) f(ﬂ) et kgof( o ) = ,; f(ﬁ)’ d’ot1 le résultat.
i pair i impair

2. Comme f estde classe € sur [0, 1], elle est lipschitzienne sur [0, 1] d’apres 'TAE Doncil existe M € R tel que pour tout x, y € [0, 1],
Ifx) - f)l<Mlx-yl

L . 1 "=l (2k 2k+1 M=l M
Ainsi, pour tout neN™, [Agpl < — Z fl—I|-f <= — —=—
2n {ZyI" \2n 2n 2n {Zp2n  4n n—+oo
1 nod 2k 2k+1 1 2n-2
3. On commence par montrer que A =— - + , puis on procéde comme avant
par que Azn+1 2n+1k§0(f(2n+1) f 2n+1) a1 (Ton )pul b v

pour montrer que App4+1 — 0.
Comme les suites extraites des termes pairs et des termes impairs tendent toutes les deux vers 0, A, — 0.

ExerciceIV.1:

1. On applique TL a la fonction cos a I'ordre 4 en 0 : cos(0) =1, cos'(0) = 0, cos”(0) = -1, cos® 0)=0cet cos® (x) = cos(x). La
fonction cos est bornée par 1 sur R, donc pour tout x € R, [cos(x) — (1 — *2/2)| = l);—|'4 = ;—:
2. Ona:VxeR,VkeN, exp(k) (x) = exp(x), donc on applique TL directement sur l'intervalle [0, x].
3. f:x€]-1,+00] — In(1 + x) est de classe € et f(k) (x) = % pour k = 1. Donc pour tout 7 € N*, et pour tout
x€[0,+ool, | f(x) - i Sl < x! nl= i .On prend alors x = 1 et on trouve lim uy,, = In(2).
ok (n+1!  n+l
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