I. Déterminant d’'une famille de vecteurs dans une base

Chapitre 30 : Déterminants

Dans tout le chapitre, on considéere un K-ev E de dimension n.

I. Déterminant d’'une famille de vecteurs dans une base

I.1. Définition

Théoréme 1.1 (Admis)

Soit & une base de E. Il existe une unique application detg : E" — K qui est :

e linéaire par rapport a chacune de ses variables, i.e. :
Vie[1,n],Y(x1,...,xp) € E", x € E— detg(x1,..., Xi—1,X, Xi+1,..., Xn) €st linéaire

e alternée, i.e.:
V(x1,...,%0) € E", A3, ) € [L,n]? | i # j et x; = x;) = detg(x1,...,xn) =0

o dety(AB)=1.

Proposition 1.2. Soit f : E" — K une application qui est linéaire par rapport a chacune de ses variables et alternée. Soit
(x1,...,Xn) une famille de vecteurs de E.

L Sii#j,alors f(X1,...,%i,0.0, Xjyooy Xn) = = f(X1,.00, Xjy o0y Xiy o0, X). On dit que | est antisymétrique.
2. Siun vecteur x; est nul, alors f(xy,...,x,) =0.

3. Si(x1,...,xy) estliée, alors f(x1,...,x,) =0.

Proposition 1.3. Soit % une base de E. Soit f : E" — K qui est linéaire par rapport a chacune de ses variable et alternée.
Alors f = f(98)detg.

Corollaire 1.4. Soient % et ' deux bases de E. Alors detgg = detgy (98) detg.

Proposition L.5. Soit E un K-ev de dimension n, 9 une base de E et (xy,...,x,) une famille de vecteurs de E. Alors
(x1,...,Xn) est une base de E ssidetg(x1,...,x,) #0.

I.2. Interprétation géométrique en dimension 2 et 3

Supposons d’abord que n = 2 et prenons 98 = (ej, e2) une base de E.

Proposition 1.6. Soit x,y € E dont les coordonnées respectives dans la base 9B sont (a,b) et (c,d). Alors detg(x,y) =
ad — bc.

Remarque 1. |detg(x,y)| s'interpréte comme l'aire du parallélogramme construit sur les vecteurs x et y, en prenant
comme unité d’aire le parallélogramme construit sur ey, e;.

Prenons maintenant n = 3 et 28 = (ej, €2, e3) une base de E.
Proposition 1.7. Soit x,y,z trois vecteurs de E de coordonnées respectives dans la base 9B, (x1,X2,X3), (¥1,¥2,Y3) et

(Zl,Zg,Zg). Alors
detg(x,y,2) = X1y223 + X2Y321 + X3Y122 — Z21Y2X3 — Z2Y3X1 — 231 X2.

Remarque 1.2. |detg(x;,..., x,)| mesure le volume du parallélépipede engendré par les vecteurs x,..., x,, sachant que le
volume unité est donné par celui engendré par 2.
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II. Déterminant d’'un endomorphisme

II. Déterminant d’'un endomorphisme

Proposition IL.1. Soit f € £L(E) et B = (u1,...,u,) et B' = (v1,...,vy) deux bases de E. Alors detg (f(u1), ..., f(un)) =
det@r(f(l/l),...,f(vn)).

Définition II.1. Soit E de dimension n et f € Z(E). Le déterminant de f est le scalaire det(f) = dg%t( f(98)) pour n'im-
porte quelle 98 une base de E.

Corollaire I1.2. Soit f € ZL(E) et 98 une base de E. Alors pour tout xi,...,x, € E, detg(f(x1),...,f(xy) =
det(f)detg(x1,...,Xn).

RemarquelIl.1. Si% = (ey,...,e,) estune basede E, (x,...,x,) une famille de E et f € £ (E), alors detg (f (x1),..., f(x,)) =
det(f)detg(x1,...,x,) : le déterminant de f mesure de quel facteur f amplifie les volumes dans E.

Proposition I1.3. Soit f,ge L(E) et AL e K.
1. det(idg) = 1.
2. det(Af) = A9ME) det(f).
3. det(fog) =det(f)det(g).

4. f est un automorphisme ssi det(f) # 0. Dans ce cas, det(f ') = det )’

III. Déterminant d’une matrice carrée

Définition III.1. Soit n € N*. On note 28 la base canonique de K". Pour toute matrice M € .4, (IK) dont les colonnes
sont Cy,...,C, € K", le déterminant de M est le scalaire det(M) = detg(C, ..., Cy).

Proposition III.1. Soit n € N*. Lapplication det : 4, (K) — K est
1. linéaire par rapport a chacune des colonnes :

Mpa(K) — K

est linéaire.
X — det(Cy|-+|Ci—11XICit11--+1Cp)

Vie[1,n],YCy,---,Cp € Mn1(K), {

2. det est alternée : si deux colonnes de M € #,,(K) sont égales, alors det(M) = 0.
3. det(Iy) =1.

De plus, si u € Z£(E), x1,...,x, € E et 9B est une base de E alors det(u) = det(Matg(w)) et detg(xy,...,x,) =
det(Matg(xy,...,X,)).

nmy 0 Mg
Notation IIL.1. Si M = (m;;) € 4, (K), on note aussi : det(M) =

Mpy - Mpp
. b
Proposition I11.2. Pourn=2:soit M = (CZ d) € M (R). Alorsdet(M) = ad — bc.

Proposition I11.3 (Admis). Soit M € ./,(K). On a det(M ") = det(M). Autrement dit, toutes les propriétés données sur
les colonnes sont aussi vraies pour les lignes.
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IV, Calculs de déterminants

Proposition I11.4. Soit M € 4, (K).

1. Soit N la matrice obtenue a partir de M en échangeant deux colonnes. Alors det(N) = —det(M). On dit que det est
antisymétrique.

2. Siune colonne de M est nulle, alors det(M) = 0.
3. SoitA ek, det(AM) = A" det(M).
4. det(diag(dy,...,dy)) =dy x -+ x dj.

IV. Calculs de déterminants

IV.1. Pivot de Gauss

Proposition IV.1. Soit M € 4, (K) et Cy,...,Cy, ses colonnes.
1. Si N est la matrice obtenue en faisant C; — Cj, alors det(N) = —det(M).
2. SiN est la matrice obtenue en faisant C; — ACj, alors det(N) = A det(M).
3. Si N est la matrice obtenue en faisant Cj — Cj + AC;, alors det(N) = det(M).

Les énoncés analogues sur les lignes sont aussi vrais.

Remarque IV.1. On ne change donc pas la valeur du déterminant en ajoutant a une colonne une combinaison linéaire
des autres colonnes.

Corollaire IV.2. Le déterminant d'une matrice triangulaire est égal au produit de ses coefficients diagonaux.

IV.2. Développement par rapport a une ligne ou une colonne

Définition IV.1. Soit M € .4, (K) et (i, j) € [1,n]?. Le mineur de position (i, j) de M, noté Aj,j estle déterminant de la
matrice (my;) ki € #—1(K) obtenue en enlevant la i-ieme ligne et la j-ieme colonne de M.
j#l

Proposition IV.3. Soit M = (m;j)1<i,j<n € Mn(K) et (i, j) € [1,n]°.
1. On peut développer le déterminant de M par rapport a la i-ieme ligne :
n

det(M) = Y (-1 Fmyen i
k=1

2. On peut développer le déterminant de M par rapport a la j-iéme colonne :

n .
det(M) = Y (=D*"my. Ay ;.
k=1

IV.3. Déterminant et opérations

Proposition IV.4. 1. Soit g : M, ([K) — K linéaire par rapport a chaque colonne et alternée. Alors ¢ = ¢ (I,) det.
2. Soit A, B € M,(K). Alors det(AB) = det(A) det(B).
Remarque IV2. Attention, en général, det(A + B) # det(A) + det(B).

Corollaire IV.5. 1. Soit M € 4, (K).
MeGL,(K) < det(M) #0

De plus, si M € GL,,(K), alors det(M™ ) =

det(M)"
2. Deux matrices semblables ont le méme déterminant.
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