Controle de cours

Controéle de cours 22 - Séries / Espaces préhilbertiens / Déterminants - Sujet A
Jeudi 12 juin 2025
Question 1 (6 pts)
Soit (u,) et (v,) deux suites a termes positifs. Cocher la ou les bonnes cases :

L. Siup ——0, alors )  u, converge : FAUX!
—T00

. . 1 . . |
Justification : Par exemple, — —— 0, mais la série ) — diverge!
n n—+oo n=1

2. Siu, < v, apartir d'un certain rang et Z v, diverge alors on ne peut rien dire!

3. Siu, < v, apartir d'un certain rang et Z u, diverge alors Z v, diverge.

4. Sin“u, - Oalorssia>1, Z up converge.

5. Soient A,B € ., (K) : det(A + B) = det(A) + det(B) [JVRAI HFAUX

6. Soit f e L (K" et L e K :det(Af) = A" det(f) B VRAI []FAUX 0
Question 2 (4 pts)

Déterminer la nature des séries :

-1 2"+n 1

L. Z er On a ~ — qui est le terme général

nz1 n2" n
. , 1 L .
On ae 7 1, donc la série diverge d’'une série dF Riemann dlver/g.?nte.. Donc,
. 1100 par comparaison de SATP , la série diverge.

grossieérement.

, 5 sin) Ly Y

. Z n . n+1

2 n=0
n=0
sin(n) 1 vn 1 L
Pour tout n € N, < — qui est On a — ~ — qui est le terme géné-
2n 2n 2+l i
le terme général d'une série géométrique ral d'une série de Riemann convergente.
convergente. Donc, par comparaison de Donc, par comparaison de SATP la série
SATP la série converge absolument. converge. 0
2"+n

3. )

n=1 n2n

Question 3 (2 pts)

On considere R> muni du produit scalaire usuel. Soit u; = (1,—1) et up = (2,1). Orthonormaliser la
famille (17, uo).

On pose f1 = uy, puis fo = uy — %ﬁ =(2,1) - %(1,—1) =(3/2,3/2).
1
. h 1 L V2
Puis,e; =—=—(1,-1 ete, = —— =—(1,1). O
IAl v2 Il 2

Question 4 (4 pts)
On consideére R® muni du produit scalaire usuel. Soit F = {(x,y,2) € R® | x + 2y + 3z = 0}.

1. Déterminer une base de F*.
OnaF ={(x,y,2) e R |{(x,,2),(1,2,3)) =0}. Donc u = (1,2,3) € F-. Comme dim(F') = dim(R%) -
dim(F) = 1, u forme une base de F~.
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2. Soit v =(1,0,0). Déterminer le projeté orthogonal de v sur F.

o n (u, v) 1 1
On calcule le projeté sur F~: ppi(v) = Wu = ﬁ(1,2,3).Donc pr(v) =v—ppL(v) = E(l?), -2,-3).
u
3. Calculer d(v, F). . .
d(v, F) = =—|(L,2,3)|| = —. 0
W) = |pr@] =710,2,3) v

Question 5 (1 pt)

Justifier que la famille u; = (5,1,-3), u2 = (0,2,1), us = (—2,1,4) est une base de R3.

5 0 -2

On note 28 la base canonique de R®:detg(uy, us,uz3) =1 2 1 :5‘? i‘—z’ 13 ﬂ =35-14=
-3 1 4 B

21 #0, donc (uy, us, u3) est une base de R°. O

Question 6 (2 pts) 20 0
Soit A € R. Soit u € £ (R%) dont la matrice dans la base canonique est (0 4 6 )
01 -1

Pour quelles valeurs de A est-ce que u — Aidgs est inversible?

2-1 0 0 i1 e
det(u—Aidgs)=| 0 4-A7 6 |=2-A) = (2-M)(@-N)(-1-1)-6) = 2-N)(A*—
0 1 -1-2 e
31-10) =(2-A)(A-5)(A+2). Donc u — Aidps est inversible ssi A ¢ {—2,2,5}. O

LAS - Le Raincy 2/4 PCSI2 -2024/2025



Controle de cours

Controle de cours 22 - Séries / Espaces préhilbertiens réels / Déterminants - Sujet
B
Jeudi 12 juin 2025

Question 1 (6 pts)
Soit (u,) et (v,) deux suites a termes positifs. Cocher la ou les bonnes cases :
0: Vrai

1. Si)_ uy, converge, alors uy, ——
n

Justification : On pose S, = Z ur pour n=0.On a alors u,, = S, — S,—1 pour n =1, et comme
k=0
(S,) converge, u, — 0.

2. Si up < vy a partir d'un certain rang et ) v, converge alors ) _ i, converge.
3. Si u, < v, apartir d'un certain rang et Z un, converge alors on ne peut rien dire!
4. Sin%u, +ooalorssia <1, ) u, diverge.
n—+oo
5. Soient A,B € 4, (K) : det(AB) = det(A) det(B) B VRAI []FAUX
6. Soit f € Z(K™) et A € K : det(Af) = Adet(f) [JVRAI M FAUX O

Question 2 (4 pts)

Déterminer la nature des séries :

1 2” +n
1. Ze n? 3
> ' 29n
nzl n=1 1
1 =
e srie di 2"4n 1

Onae » — 1, donc la série diverge Ona = ~ — qui est le terme géné-
grossierement. n<2 n

ral d'une série de Riemann convergente.
Donc, par comparaison de SATP la série

. converge.
) Z sin(n) /A
: n
nso M 4, 2: 3
sin(n) 1 ) nz0 nz +1
Pour tout n € N, ' < — qui est le NG 1
L R . Ona ~ — qui est le terme général de
terme général d'une série exponentielle. el N
Donc, par comparaison de SATP la série la série harmonique, qui diverge. Donc, par
converge absolument. comparaison de SATP la série diverge. [

Question 3 (2 pts)

On consideére R> muni du produit scalaire usuel. Soit u; = (1,1) et up = (2,—1). Orthonormaliser la
famille (11, uy).

On pose f1 = uy, puis fo = uy — T;’ﬁz) fi=02,-1)- %(1,1) =(3/2,-3/2).
1
. f] 1 f2 2
Puis, e = —=—(1,)etep, = — =—(1,-1). O
IAl - v2 Il 2

Question 4 (4 pts)
On considere R* muni du produit scalaire usuel. Soit F = {(x, y,2) € R® | 2x+ 1y + 3z = 0}.

1. Déterminer une base de F'.
OnaF ={(x,y,2) eR®|((x,7,2),(2,1,3)) = 0}. Donc u = (2,1,3) € F*. Comme dim(F') = dim(R®) -
dim(F) = 1, u forme une base de F*.
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2. Soit v =(1,0,0). Déterminer le projeté orthogonal de v sur F.

) 1 1
On calculele projeté sur F* : pp. (v) = %u = ﬁ(4,2,6).Donc pr(v) =v—ppL(v) = E(IO, -2,-6).
u
3. Calculer d(v, F). . )
d(v, F) = =—14,2,06)]|=—. 0
W) = |pr@] =17 14,2,6) v

Question 5 (1 pt)

Justifier que la famille u; = (5,0,-2), u, = (1,2,1), us = (-3, 1,4) est une base de R3.
5 1 -3

On note 28 la base canonique de RS :detg(uy, up,uz)=|0 2 1= 5‘
-2 1 4

21 #0, donc (uy, us, u3) est une base de R°. O

2 1 1 -
kY

4720, 1‘:35—14:

Question 6 (2 pts)

Soit a € R. Soit u € £ (R»[X]) défini pour tout P € R,[X] par u(P) = XP' — aP. Pour quelles valeurs de
a est-ce que u est inversible?
—a 0 0
Soit 2 = (1, X, X?) la base canonique de Ry [X] : det(u) = det(Matg(u)) =0 1-a 0 |=-a(l-
0 0 2—a
a)(2 —a). Donc u est inversible ssi a ¢ {0, 1,2}.
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