Fonctions de deux variables - Exercices

Exercice 1. Représenter graphiquement les parties du plan suivantes :

1. A:{(x,y)e[RzleOetyzx};
B={(x,y)eR?|x>1ety=0ety+x—3=0};
C:{(x,y)€R2|x2+y2<4};
D={(x,y)eR?|y>0etx*+y*=21};
E={(x,y)eR*|x=0ety>0et3y+x-12<0et3x+y—12<0};
6. F:{(x,y)e[RZz||x+y|<1etx—y<1};

Al

Lesquelles sont des ouverts? Pourquoi ?
Exercice 2. Montrer que R%\ {(0,0)} est un ouvert de RZ.

Exercice 3. Justifier que les fonctions suivantes sont de classe ¢! sur un ouvert de R? a préciser et calculer leurs dérivées
partielles :

1. fl(x,y)zxz+y2 1 5. f5(x,y)=\/2y——x
2. fo(x,y) =arctan(2x + y) \/szyZ

3. fa(x,y)=cos(xy) 6. fo(x,y)=In(x+y)

4. falx,y) = arctan(

Exercice 4. Soit ¢ : R — R une fonction de classe ¢! sur R. Justifier que les fonctions suivantes sont de classe %' sur R et
calculer leurs dérivées partielles :

L f5) =9 - ) ‘ 2. g(x,y) = p(xy) ‘ 3. ey = [ g,
x-y

Exercice 5. Pour chaque fonction f définie sur R?, déterminer I'équation du plan tangent 2 la surface z = f(x, y) au point
A:

1. f(x,y)=cos(x—y) et A(g,o,f(g,o)); 2. f(x,y)=x%—y2 et A(0,0,0);
3. fr,y) =x(In(0)*+y*) et Ale™,1,2e7}).

Exercice 6. Soit f:R? — R de classe €.

1. Justifier que g: teR— f(0, 1) + f (¢, %) est de classe €' sur R et calculer sa dérivée.

2. Justifier que h; : (x, y) € R? — f(y, x) est de classe €' sur R? et calculer ses dérivées partielles.
3. Méme question pour hy : (i, v) € R% — flu+v,2v).
4

. Méme question pour 3 : (1, v) € R? — f(uv, u* + v2).

Exercice 7. Soit f: (x,y) — x>+ y° —3xy.
1. Déterminer les points critiques de f.
La fonction f admet-elle un extremum local en (0,0) ?
La fonction f admet-elle un extremum global en (0,0) ?
Montrer que f n’admet pas d’extremum global en (1,1).
(a) Soit (h, k) € R? avec |h| <1 et |k| < 1. Montrer que f(1+h,1+k)— f(1,1) = 2h? - 3hk + 2k

(b) En déduire que f admet un extremum local en (1, 1).
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Exercice 8. Déterminer les extrema locaux et globaux des fonctions suivantes :

1. ilx,y)=x*+xy+y*+2x+3y 3. i, =x>+xy* —x*y-y°
2. fg(x,y):363+y3 4. f4(x,y):x2+(x+y—1)2+y2.

Exercice 9. On s'intéresse a I’équation aux dérivées partielles sur R} xR :

of B g _
yax(x,y) xay(x,y)—o.

On considere une solution f de classe ¢! sur R% x R.
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1. Soitu: (r,0) e Ry x]—m/2,m/2[— rcos(@) et v: (r,0) € R} x]—7m/2,7w/2[— rsin(0) et g(r,0) = f(u(r,0), v(r,0)). Justifier
que g est de classe &1 sur R} x] — /2, m/2[ et calculer ses dérivées partielles en fonction de celles de f.

2. En déduire que g vérifie: V(r,0) e Ry x] —7/2,7/2], g—‘g(r,ﬁ) =0.
3. Déterminer I'ensemble des fonctions de classe € sur R’ x R qui sont solutions de 'EDP de départ.
Exercice 10. Soit f : R? — R. On dit que f est homogene de degré a € R* si:
V(x,y) eREYE>0, f(tx, ty)=1t"f(x,).

1. Soit f une fonction de classe " sur R* et homogene de degré a. Soit (x, y) € R%. On pose g: t € R* — f(tx,ty). En
calculant la dérivée de g de deux facons différentes, montrer que :

of of _ «
xax(x,y)+y6y(x,y)—af(x,y). *)

2. Réciproquement, on considere une fonction f : R> — R de classe €'. Montrer que si f vérifie 'EDP (*), alors f est
homogeéne de degré a.

3. Montrer que les seules fonctions homogenes de degré 1 sont de la forme (x, y) — ax + by.
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