I. Comparaison de nombres réels

Chapitre 1 : Inégalités

I. Comparaison de nombres réels

Définition I.1. L'ensemble R est muni d'une relation < : pour tous nombres réels x et y, x < y est vraie si et seulement
si y — x est un nombre positif ou nul. On dit alors que x est inférieur a y.

Proposition I.1. 1. Reflexivité : Pour tout xR, x < x;

2. Antisymétrie: Pour tousréels x,y, six< yety<x,alorsx=y;

w

. Transitivité: Pour tousréelsx,y etz,six<yety<z,alorsx<z;

=

Compatibilité avec Vaddition : Pour tous réels x,y,z ett,six<yetz<t,alorsx+z<y+t;

S

Compatibilité avec la multiplication : Pour tous réels x, y et z,
(@ six<yetO<zalorsxz<yz;
(b) six<yetz=<0,alorsyz<xz.

6. Passage a linverse : Pour tous réels x et y

1 1
(@ si0<x<yalors0<—<—;
y

X
. 1 1
(b) six<y<0alors—=<—<0.
y X
Remarques I.1. 1. Une relation qui vérifie les trois premiers points de la proposition s’appelle une relation d’ordre.

2. Etant donnés deux réels x et y, on a forcément x < y ou y < x : on dit que la relation est totale.
3. Larelation < est aussi compatible avec la soustraction (en ajoutant les opposés) et la division (en multipliant par
I'inverse).

Définition I.2. L'ensemble R est muni d’'une relation d’ordre strict :

VX, yER X<y < x<yetx#y.

I1. Intervalles de R

Définition II.1. Soient a, b € R.

Lorsque les deux bornes sont finies : Lorsqu’une des bornes est infinie :
o Intervalle fermé: [a,bl={xeR|a<x < b}; ¢ Intervalle semi-ouvert: [a, +oo[={x€R | a < x};
o Intervalle ouvert:]a,b[={xeR|a< x < b}; ¢ Intervalle ouvert:]a,+oo[={x€eR| a< x};
o Intervalle semi-ouvert:|a,b]={xeR|a<x=< b}; ¢ Intervalle semi-ouvert:]—oo,al={xeR | x < a};
o Intervalle semi-ouvert: [a,b[={x€R| a < x < b}; ¢ Intervalle ouvert:]—oo,a[={xeR| x < a};

Etle dernier | —oo, +oo[=R.

Remarques I1.1. 1. Lorsqu’on représente graphiquement un intervalle sur la droite réelle, on précise les bornes avec
les crochets dans le bon sens.

2. Sia> b, alors I'intervalle [a, b] est vide. On le note @. Il en va de méme si on change le sens des crochets.

Définition I1.2. Soient I et J deux intervalles de R.

1. Laréunion de I etde J, notée I U J, est'’ensemble des réels qui appartiennenta I oua J :

Iuj={xeR|xelouxeJ}.
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III. Résolution d’inéquations

2. Lintersection de I et de J, notée I n J, est’ensemble des réels qui appartiennent a la foisa I eta J.

INnJ={xeR|xeletxe]}.

Remarque I1.2. Attention, en mathématiques, le « ou » est toujours inclusif : lorsqu’on écrit « x € I ou x € J », cela signifie
que soit x est dans I, soit il est dans J, soit il est dans les deux.

Proposition I1.1. Lintersection de deux intervalles est un intervalle.

Proposition I1.2. Soit I cR. I est un intervalle de R si et seulement si

VYa,bel,a<b=[a,blclI.

Les intervalles de R sont les parties « sans trou » (qu’'on appelle convexes).
Question. La réunion de deux intervalles est-elle un intervalle?
III. Résolution d’'inéquations

II1.1. Avec un tableau de signes

Voir la fiche « Pour bien commencer 'année ».
III.2. Graphiquement
Définition ITL.1. Soit f une fonction définie sur D a valeurs dans R. Le graphe de f est’ensemble

€r={(x,f(x),x€ D}.

C’est'ensemble d’équation y = f(x).

Définition IT1.2. o Soit m € R. Les antécédents de m par f sont les solutions de I'équation f(x) = m.

¢ Soit x € R. Limage de x par f est f(x).

Méthode. Pour résoudre graphiquement une équation du type f(x) = m,
 on trace le graphe de f dans un repére;
 on trace la droite horizontale y = m;
« les solutions (s'il y en a) sont les abscisses des points d’intersection du graphe et de la droite.

Pour une équation du type f(x) = g(x), on trace les graphes de f et g puis on cherche les abscisses de leurs points d’in-
tersection.

Pour résoudre une inéquation f(x) = m, on reprend les deux premiéres étapes, mais on cherche ensuite les abscisses de
tous les points de ¢y qui sont au-dessus de la droite y = m.

IV. Montrer une inégalité

On considére deux fonctions f et g définies sur un ensemble D. Contrairement au paragraphe précédent dans lequel
on cherche a trouver pour quelles valeurs de x on a une inégalité du type f(x) = g(x), ici on cherche a démontrer que
pour tout x dans D, on a f(x) = g(x). On se ramene en général a montrer que f(x) — g(x) = 0 puis a faire une étude de la
fonction f — g (en dressant le tableau de variations par exemple.

Exemple IV.1. Montrons que pour tout x €] — 1, +ool, In(1 + x) < x.

1 X

On pose f: x— x —In(1 + x) qui est dérivable sur ] — 1, +oo[ de dérivée f': x — 1— Tor- 1oz Le tableau de signe de f’
X X

donne les variations de f qui est décroissante sur | — 1,0] et croissante sur [0, +oo[. Donc f atteint un minimum en 0 qui

vaut f(0) = 0. Autrement dit, pour tout x €] — 1, +oo[, f(x) = f(0) = 0 ce qui montre I'inégalité voulue.
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V. Valeur absolue

V. Valeur absolue

Définition V.1. Soit x € R. La valeur absolue de x, notée | x|, est définie par :

X six=0
[x] = max(x, —x) = .
—-x six<0

Pour tous réels x et y, la distance entre x et y est d(x, y) = |y — x|.

Remarque V1. 1l découle de la définition que pour tout x € R, —|x| < x < |x|.

Proposition V.1. Pour tousx,yeRetneN:

~

. |x|=0 < x=0;

2. |—xl=lxl;

3. |xl=lyl = x=youx=-y;
4. |xyl = lxllyl, 1x"| = |xI";

5. Inégalité triangulaire :

@ |x+yl<Ixl+Iyl;

@) |lxl=1yl| < lx+yl.

Proposition V.2. SoientacRetr eR".
1. Les solutions de l'équation |x—al =r sonta—reta+r.
2. Les solutions de l'inéquation |x — a| < r forment Uintervalle [a—r1,a+1].

3. Les solutions de l'inéquation |x — a| = r forment I'ensemble]—oo,a—r]ula+ 1, +ool.

Remarques V.2. 1. En particulier, pour tout xe Ret MR, [x|=M < -M<x< M.
2. Les solutions pour les inéquations strictes sont presque les mémes : il faut faire attention au sens des crochets.

3. Pour éviter de se tromper en utilisant la proposition précédente, on pourra s’aider d'une représentation graphique.

VI. Partie entiére

Définition VI.1. Pour x € R, on appelle partie entiére de x le plus grand entier n € Z tel que n < x. On la note [x].

Proposition VI.1. 1. Pourtoutx€Rona:x-1<|[x]sx<|[x]+1.
2. PourtoutxeRetneZ, sin<xalorsn<|x].
3. PourtoutxeRetne”Z, |x+n]=|x]+n.

4. PourtoutxeRery€eR, |x+y|=[x]+|y].

Définition VI.2. Pour x € R, on appelle partie fractionnaire de x le nombre x — | x].

1107 - x] - 1= e
Remarque VI.1. Pour tout x € R, le nombre op est la valeur décimale approchant x a 1077 pres.
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