Mathématiques

Devoir sur temps libre 2 I

(A remettre le MARDI 23 SEPTEMBRE 2025)

Exercice 1 (Des racines n-iemes de 'unité).
On fixe un entier naturel n = 2 et on considere tout d’abord I'’équation

(Ep):2" =1

d’inconnue z € C.
1. Soit z une solution de (Ej).
(a) Justifier que |z| = 1.

(b) En déduire qu'il existe 6 € [0,27[ tel que z = el

(c) Justifier qu’il existe k€ {0,1,...,n—1} telque z = e%.

2. On pose w = e’ . Déterminer I'ensemble des solutions de (Ep) al’aide de w.
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3. Dans cette question, on prend n = 3 et on pose j = ~3 + i?.

(a) Justifier que 1, j et j* sont les solutions de (Ez).
(b) Placer les points A, B et C d’affixes respectives 1, j et j* dans le plan complexe.
(c) Montrer que ABC est un triangle équilatéral.

4. Onrevient au cas général.

(a) Développer et simplifier S= (1-w)(1+w+---+w"™1).

(b) Que peut-on en déduire surlasomme 1 +w +---+ " 1.

(c) Justifier que pour k€ {1,2,...,n—1}, wk ="k,

5. Dans cette question, on prend n = 5.
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(a) Alaide des question 4b et 4c, montrer que 1 + 2 cos (?) +2cos (?) =0.
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(b) En déduire la valeur exacte de cos (?ﬂ)

Exercice 2 (Des calculs!!).

1. Déterminer I'’ensemble de dérivabilité puis dériver les fonctions :

5 2 +3
Q) a) =2 —axt+ X3 b) b(x) = Ax’+Bx+C O c) =2
5 3 1-2x
d) f(x)=sin(3x) +cos (g) e gx)=vInx+1) f) h(x) = In(n(n(x)))
.. . x+3
Dresser le tableau de variation complet de la fonction c(x) = T2z
-2x
2. Calculer les limites :
243x-1 5x+3
a) lim r o=t b) lim _oxES ¢ lim vx2+2—-vVx2-2
x—+oo0 x2-2 x—+00 x2 —4x+1 X—+00
2-3x+2 In(e* + 1
d) lim roexve e) lim In(e” +x) f) lim xsin (—)
-1 x-1 x—+o0  x+1 x—0+ X

z+1i
Exercice 3. Soit z € C\ {i}. Montrer que : — € U si et seulement si z € R.
z—1
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