I. Rappels sur les vecteurs

Chapitre 2 : Trigonométrie et nombres complexes

On se place dans le plan R?> muni de son repére orthonormé canonique (O, i, f).

I. Rappels sur les vecteurs

Définition I.1. Soit # un vecteur de R?. Il existe un unique couple de réels (x,y) tel que : @i = xi + yj. Ce sont les

coordonnées de ii dans la base (7, j). On note alors % = (;)

Proposition I.1. 1. Soient ii = (Z) etv= (2) deux vecteurs et A, p e R. Alors AMii + uv = (/La * ,uc).

Ab+pd

xXp— XA)

2. Soient A(x4,y4) et B(xp, yp) deux points du plan. AlorsA_é = (y y
B— VA

i s .. [a . .
Définition L.2. Soit &i = ( ) un vecteur de R?. La norme de ii est || iZ]| = \/ x2 + y2.

b
Soient A(x4, y4) et B(xg, yp) deux points du plan. La distance AB est: AB = ”ﬁ” = \/(xB —x4)%+ (yg—ya)2.

Proposition 1.2. Soit ii = (Z) eR’etAeR.
1 |ii|=0 < ii=0;
2. |Aal =IAal;
o u
3. Siui#0, alors ﬂ estde norme 1.
u

II. Cercle trigonométrique

II.1. Mesures d’'un angle orienté

On appelle cercle trigonométrique le cercle de rayon 1 centré en O.

Définition I1.1. Soient ii et U deux vecteurs non nuls et A et B les deux points du cercle trigonométrique définis par
—_— l_,z —_— m
OA= —— et OB = —_.

Izl (7] . . o
Une mesure a de 'angle orienté (ii, 7), en radians, est donnée par la longueur d'un arc de cercle joignant A a B affectée
du signe plus si on parcourt le cercle dans le sens anti-horaire, dit aussi sens direct et du signe moins sinon.

Lemme IL.1. Deux mesures a et &' du méme angle d’'un multiple de 2i. On écrit a = a' [27], ce qui se lit «a est congru
a' modulo 2 pi» :
a=a 27 = FkeZ a=a +kx2n.

Une seule mesure se trouve dans l'intervalle | —m; n]. C'est la mesure principale de 'angle.

Proposition II.1. Soient a, b, c et d quatre réels.
1. Symétrie:sia=b [2n] alors b = a [27].
Reflexivité: a = a [2mn].
Transitivité : sia= b [2n] et b = ¢ [2n], alors a = ¢ [27].
Sia=b[2nletc=d [2n] alorsa+c=b+d [27].

SO N

Sia=Db [2n] alors ac = bc [2cn].

LAS - Le Raincy 1/8 PCSI2 -2025/2026



II. Cercle trigonométrique

II.2.

Fonctions trigonométriques

Définition II.2. Soit & un nombre réﬁt M le point
du cercle trigonométrique tel que (i, OM) =0 [2x].
e Le cosinus de 0, noté cos(f) est ’abscisse de
M.
¢ Le sinus de 0, noté sin(0) est 'ordonnée de M.

e Lorsque 0 # J_rg [27], la tangente de 0, notée
sin(6)

cos(0)’

e Lorsque 0 # 0 [n], la cotangente de 0, notée

. cos(0)
cotan(f) est le quotient — .
sin(0)

tan(f) est le quotient

Proposition I1.2. 1. Pour tout réel x, cos?(x) +sin?(x) = 1.
2. Les fonctions x — cos(x) et x — sin(x) sont définies et dérivables sur R. La fonction x — tan(x) est définie et déri-

b3 1
vable surR\ {E +kn ke Z}. De plus, cos’ = —sin, sin’ = cos ettan’ = 1 + tan® = —.
cos

3. Pour tout x € R, |sin(x)| < |x|.

I1.3.

Valeurs usuelles et symétries

degré 0° 30° 45° 60° 90°

radian 0 z z z z
6 4 3 2

) V3 V2 1

cosinus 1 — — - 0

2 2 2
. 1 V2 V3

sinus 0 - — — 1

2 2 2
3
tangente 0 % 1 V3 indéf >

Proposition I1.3. 1. La fonction cosinus est paire et 2 -périodique, i.e.

Vx eR,cos(—x) =cosx et cos(x+2m) =cosx.

2. La fonction sinus est impaire et 2 -périodique, i.e.

VxeR,sin(—x) = —sinx et sin(x + 2x) = sin x.

3. La fonction tangente est impaire et m-périodique, i.e.

Vxe R\{g +kn ke Z},tan(—x) = —tanx et tan(x + ) = tan x.
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III. Formules trigonométriques

4. En utilisant la symétrie par rapport a l'axe des ordonnées,
Vx€eR,cos(m—x) =—cosx et sin(r — x) =sinx.
5. En utilisant la symétrie par rapport a l'origine,
Vx€eR,cos(m+ x) = —cosx et sin(r + x) = —sinx.

6. En utilisant la symétrie par rapport a la droite y = x,

T b4
Vxe [R?,cos(E —x) =sinx et sin(z —x) = COS X.

RemarqueIl.1. Le dernier point de la proposition nous permet d’affirmer que la courbe représentative de la fonction
. , . . . Y IN . .
sinus s’obtient en appliquant une translation de vecteur El a celle de la fonction cosinus.

III. Formules trigonométriques

Proposition I11.1 (Formules d’addition).

sin(a+ b) =sinacosb+sinbcosa
sin(a — b) =sinacosb—sinbcosa
cos(a+ b) =cosacosb—sinasinb
cos(a—b) =cosacosb+sinasinb
tana+tanb

1-tanatanb
tana—tanb

tan(a+ b) =

tan(a-b)= ———
( ) l+tanatanb

Démonstration.

Pour les formules d’'addition du cosinus et du sinus, on utilise le des-
sin ci-contre.
On calcule le produit scalaire OA - OB de deux fagons différentes :

(74&3’ =0Ax OB x cos(a,aé) =cos(b—a)
Et comme E‘l = cos(aﬁ+ sin(a)f etUé = cos(b)7+ sin(b)f,

OA-OB = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b).

On obtient ainsi cos(a — b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b).
Puis,

sin(a+ b) = cos[g —(a+ b)) = COS((% - a) - b)
= cos[g - a) cos(b) + sin(g - a) sin(b)
=sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b).

On trouve ensuite les formules pour cos(a + b) et sin(a— b) en
remplagant b par —b.

Al'aide des formules d’addition, on démontre celles qui suivent.

Proposition I11.2 (Formules de duplication).

sin2x =2sinxcosx

cos2x =cos’x—sin®x=2cos’x—1=1-2sin’x
2tanx
tan2x = —
1—-tan<x
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IV. Equations et inéquations trigonométriques

Proposition I11.3 (Formules de linéarisation).

2cosacosb =cos(a+ b) + cos(a—b)
2sinasinb = cos(a— b) —cos(a + b)
2sinacosb =sin(a+ b) + sin(a— b)

Proposition II1.4 (Formules de factorisation).

+q)cos(p_q) cosp+cosq:2cos(p;q)cos(¥)
1 +q)sin(p%q)

sinp+sinq:251n(p

4o

sinp—sinq=2$in(p;q)c0s(p2 ) cosp—cosq:—Zsin(p

IV. Equations et inéquations trigonométriques

Proposition IV.1. Soient a et b deux réels.

cosa=cosb < a=b[2n]l oua=-b[27]
sina=sinb < a=b[2nloua=n-b [27]
tana=tanb < a=b [n].

Remarque IV.1. Plutdt que d’apprendre par coeur la proposition précédente, on poutra se servir des symétries du cercle
trigonométrique pour la retrouver.

V. C

V.1. Forme algébrique

Définition V.1. C est’ensemble des couples de réels (a, b) notés a + ib.

Si z=a+ib, la partie réelle de z est a, notée aussi Re(z). La partie imaginaire de z est b, notée aussi Im(z).
Lécriture z = a+ ib s’appelle la forme algébrique de z.

Lorsque a = 0, on dit que z est un imaginaire pur.

Proposition V.1. Soient z et z' deux complexes.
1. z=0 < Re(z) =0 etIm(z) =0;
2. z=7 < Re(z) =Re(Z) erIm(z) =Im(z);
3. LensembleC contientR={a+i0,aceR},etze R < Im(z) =0;
4

. Lensemble C contientiR={0+ib,beR}, etz€ iR < Re(z) =0.

Lensemble C est muni de deux opérations + et x définies par :
e (a+ib)+(c+id)=(a+c)+i(b+d);
e (a+ib)(c+id)=(ac—bd)+ilad+ bc).
Remarques V1. » Les opérations ainsi définies suivent les mémes regles de calcul que dans R : on dit de C qu’il est un
corps.
« Le nombre complexe i =0+ i1 vérifie i* = —1.
e Re(z+z) =Re(z) +Re(Z)) et Im(z + z') = Im(z) + Im(2), avec z,z' € C.
e Re(1z) = ARe(z) etIm(1z) = AIm(z), avec A e Ret z€ C.
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V.C

V.2. Conjugaison

Définition V.2. Pour z = a+ ib € C, on définit son conjugué z=a—ibeC.

Proposition V.2. Pour tous z,z' € C,

zZ+z

e zER < z=7%;

7 e zEIR < z=-7Z.

1 1
Méthode. Pour déterminer la forme algébrique du complexe —, on utilise le conjugué : — =
z z

nombre réel car zz = zz = zz.

V.3. Le plan complexe

Définition V.3.
I'image de z et est noté M(z).

« Re(z) = TZ etIm(z) =

z2—z

.

. Le dénominateur est un

N

e Aunombre complexe z = a+ib, on associe le point M du plan de coordonnées (a, b). Il est appelé

« Inversement, au point M (ou au vecteur #) de coordonnées (a, b) on peut associer le nombre complexe z = a+ib.

On dit que z = a + i b est P'affixe du point M (ou du vecteur ).

La droite passant par O et dirigée par i (respectivement par f) est 'axe des réels (respectivement ’axe des imaginaires

purs).

1. Pourtout A, u€ R, laffixede Ali+ ub est Az + uz';

. Laffixe du vecteurﬁ estzZp—2za;
zZA+2
Le milieu du segment [AB] a pour affixe A 5 Ly

. Le symétrique de A par la symétrie de centre O a pour affixe —z;

2,
3.
4
5

. Le symétrique de A par rapport a l'axe des réels a pour affixez4 ;

Proposition V.3. Soient A(z4) et B(zg) deux points du plan complexe et ii, U d’affixes respectives z et z'.

A(za)

—Re(za)

g———————— ] ———_—— -
- — — — — — | __

Al(-za)

Re(z4)

Remarque V.2. Soit w € C. Lapplication z € C — z+ w € C s'interpréte géométriquement comme la translation du vecteur

d’affixe w.
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VI. Forme trigonométrique

VI. Forme trigonométrique

VI.1. Module

Définition VI.1. Pour z = a+ ib € C, on pose |z| = V a? + b?. C’est la distance entre 1'origine du plan complexe et le
point d’affixe z.

Remarque VIL1. o Lorsque z est réel, |z| est sa valeur absolue (car V a* = |al).

» Si A et B sont deux points du plan complexe d’affixes respectives z4 et zp, alors |zp — z4]| est la distance AB.

Proposition VI.1. Pour fous z,z' € C,

o |z|=0 <<= z=0;

e |z|=1zl;
o |2 =zz;
z |z|
! !
* lzzl=lallzl |~ :metVneZ,|z”|:|z|";

Re(z) < |z| avec égalité ssi z € Ry, Im(z) < |z| avec égalité ssi z € iR, ;

L]

o . z
Inégalité triangulaire : |z + Z'| < |z| + |2'| avec égalité si et seulement si z' = 0 ou € R,.

Izl -12'|| <1z -2/l

Remarque VI.2. Géométriquement, 1'inégalité triangulaire signifie que la longueur d'un c6té d'un triangle est toujours
plus petite que la somme des longueurs des deux autres cotés. Faire un dessin pour s’en convaincre.

Définition VI.2. Soient A un point du plan complexe d’affixe a et R un nombre réel positif.
1. Le disque fermé de centre A et de rayon R est]’ensemble des points M(z) du plan complexe tels que |z — a| < R.
2. Le disque ouvert de centre A et de rayon R est '’ensemble des points M(z) du plan complexe tels que |z—al < R.

3. Le cercle de centre A et de rayon R est’ensemble des points M(z) du plan complexe tels que |z — a| = R.

VI.2. Cercle unité

On note U 'ensemble des nombres complexes de module 1 : U = {z € C | |z| = 1}. Dans le plan complexe, c’est le cercle
centré en 0 et de rayon 1.

Proposition VI.2. Soitz € U. Il existe 0 € R tel que z = cos(0) + i sin(0).
De plus, si0' € R vérifie aussi z = cos(0") + isin(@"), alors ' = 0[27].

Remarque VI.3. Si M estle point image de z dans le plan complexe, un tel 0 est une mesure de I’angle i, W).

Notation VI.1. Pour tout § € R, on note elf = cos(f) + isin(f). Ainsi, U = {eie,Q € R}.

Proposition VI.3. Soit0,pcRetne”Z.

o il = o710 — 1. o Formules d’Euler : ] ]
eia 4 i0 + —if ez@_e—ze
cos(@) = —— etsin(@) = ———;
2 21
. el(6+<p) — et@ elv etem@ — (elﬂ) : R ezG — el 0= ¢ [27)
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VI. Forme trigonométrique

VI.3. Argument et forme trigonométrique

Définition VI.3. Soit z un nombre complexe non nul et M son point image dans le plan complexe.
On appelle argument de z toute mesure de ’angle orienté (i,OM) : arg(z) = (i,OM) [27).

Remarque VI.4. On peut repérer n'importe quel point M du plan différent de I'origine a I'aide de deux nombres (,60) : r
est la distance OM et 0 est la mesure principale de 'angle (1, OM). On dit que (r,0) sont les coordonnées polaires de M.

Proposition V1.4. Soit z un nombre complexe non nul.

o zeR < arg(z) =0 [n];

e z€iR < arg(z) E% [m].

Théoréme VI.5

Soit z un nombre complexe non nul d’argument8. Alors z = | z| e'?. Cette écriture est appelée forme trigonométrique
de z.

Corollaire VI.6. Soient z et z' deux nombres complexes non nuls.

. {|z| =172
z2=2 ,
arg(z) = arg(z') [27].

Méthode. Pour passer de la forme algébrique z = a + ib a la forme trigonométrique, on commence par calculer |z|, puis
b
onacos(d) = 4 et sin(f) = — arésoudre.
|z |zl
Proposition VI.7. Soient z et z' deux nombres complexes non nulsetne Z.
z
o arg(z) = —arg(z) [27]; . arg(?) = arg(z) —arg(z)) [27);
o arg(zz) = arg(z) +arg(z)) [27]; o arg(z") = narg(z) [27].

Remarque VL5, Soit w = re®ec.r application z € C — zw € C s’interpréte géométriquement comme ’homothétie de
rapport r suivie de la rotation d’angle 6 centrée en O.

VI.4. Factorisation par I'angle moitié

Pour trouver le module et 'argument d'une somme de deux nombres de module 1, on factorise par I’angle moitié :

Proposition VI.8. Soient p, g € R, on factorise

pra ( .p=d  _.p=q
e’ +elf=¢e'2 (el Z te 2 )
- pta
:2cos(p q)e‘ 2
2
pra ( ip=d  _.p=q
elP _eld — i3 (el T _e 2 )
- Ny
:2isin(p q)e’ z

2
) 0\ .o ) (0 e
En particulier sif € R, 1+ ¢'0 =2COS(E)el2 er1—ell = —lem(z)elz.

Remarque VI.6. Cela permet de retrouver les formules pour cos(p) + cos(g) et sin(p) +sin(g).
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VI. Forme trigonométrique

VL.5. Amplitude et phase d'une somme de sinusoides

Proposition VI.9. Soient a et b deux réels. Il existe A= 0 et ¢ € R tels que

VteR, acos(t)+ bsin(t) = Acos(t— ).

Méthode. Sia=b=0,onprend A=0etc’estfini.
Si a ou b est non nul, pour trouver A et ¢ comme dans la proposition, on pose z = a + ib. Comme z # 0, il admet une
forme trigonomeétrique z = a + ib = |z|e'?, c'est-a-dire a = |z| cos(¢) et b = |z|sin(¢). On obtient pour tout ¢ € R,

acos(t) + bsin(t) = |z|(cos(p) cos(t) + sin(¢) sin(t)) = |z| cos(t — ¢).

VI.6. Exponentielle complexe

Définition VI.4. On définit 'exponentielle complexe d'un nombre complexe z = a + ib par exp(z) = e* = e* e'.

Remarques VL.7. ¢ Cette fonction prolonge sur C la fonction exponentielle sur R.

 Attention, il n'y a pas de logarithme complexe (en tout cas pour nous).

Proposition VI.10. Soient z et z' deux nombres complexesetne Z.

. ez;éO,‘ o g%t :ezez; . (ez)n:enz_
7 — . z—z’_i. z z I 19;
o e =¢?; e =7 e e°=¢e° — z=2z [2in].

LAS - Le Raincy 8/8 PCSI2 -2025/2026



	Rappels sur les vecteurs
	Cercle trigonométrique
	Mesures d'un angle orienté
	Fonctions trigonométriques
	Valeurs usuelles et symétries

	Formules trigonométriques
	Équations et inéquations trigonométriques
	 C 
	Forme algébrique
	Conjugaison
	Le plan complexe

	Forme trigonométrique
	Module
	Cercle unité
	Argument et forme trigonométrique
	Factorisation par l'angle moitié
	Amplitude et phase d'une somme de sinusoïdes
	Exponentielle complexe


