I. Propriétés générales des fonctions

Outils pour I'étude de fonctions - Exercices

I. Propriétés générales des fonctions

Exercice I.1. 1. Tracer le graphe de la fonction f définie par f(x) = v/x sur [0,4]. Tracer ensuite les graphes des fonc-
tions f(x)+2, f(x+2), f(2x) et 2f(x).
2. Tracer sur [-3,5] le graphe de la fonction f qui est 1-périodique et telle que : Vx € [-1/2,1/2], f(x) = |x|.
3. Tracer sur [—3,5] le graphe de la fonction g qui est 2-périodique et telle que : Vx € [-1,1], g(x) = x2.
4. Tracer sur [—3, 3] le graphe de la fonction & qui est 1-périodique et telle que : Vx € [0, 1], h(x) = x.

Exercice 1.2. 1. Pour chaque couple de fonctions f et g, déterminer les ensembles de définition de foget go f etles

calculer : )
(@ f(x) = Vxetg(x) =x%; (b) f(x)=x?—2x+3etg(x) = Ned © fx)=x*-2et g(x) =In(x)
X
2. Dans les exemples suivants, déterminer deux fonctions u et v tellesque h = uov:
1 2
(@) h(x) = V3x-1; (b) h(x) =sin(x+z); (©) h(x) = —=; () h(x) = —— (€) h(x) =e™**
2 xX+7 x2+4

Exercice I.3. Les fonctions suivantes sont-elles majorées? minorées? bornées?
1. f:x—sin(x)e*
2cos(x) +2sin(x)

- 1+e* '

Exercicel.4. Soient f,ge % (I,R).

1. Montrer que si f et g sont monotones (resp. strictement monotones) de méme monotonie alors f + g est aussi
monotone (resp. strictement monotone) de méme monotonie.

2. g:x

2. Montrer que si f et g sont monotones de méme monotonie et positives alors fg est aussi monotone de méme
monotonie. Donner un contre-exemple lorsque les deux fonctions ne sont pas positives.

3. Montrer que si f et g sont monotones (resp. strictement monotones) de méme monotonie alors f o g est croissante
(resp. strictement croissante).

4. Montrer que si f et g sont monotones (resp. strictement monotones) de monotonies contraires alors f o g est dé-
croissante (resp. strictement décroissante).

Exercice I.5. 1. Montrer que si f et g sont bornées, alors f + g et fg sont bornées.
2. Si f et g sont deux fonctions majorées, f g est-elle majorée?

Exercice I.6. 1. Soit f une fonction paire sur R qui est croissante sur R,. Montrer que f est décroissante sur R_.
2. Soitw € R}. Montrer que g : t — sin(wt) est périodique et déterminer sa période en fonction de w.

Exercice I.7. Montrer qu'une fonction périodique et monotone sur R est constante.

I1I. Calculs de dérivées

Exercice II.1. Déterminer la dérivée de chacune des fonctions suivantes en précisant 'ensemble de dérivabilité :

1. fl(x)zxe 5. f5(X):sin4x 9. fg(l‘)zsh(%)
2. fg(t):(dt;l)Sln(7t+2) 6. f6(X):—x2—3x+4 10. fi0(x) = tan(cos(x))
3. W =——— 7. fi( =In(@t+ D2 +1) 1. fi1(0) =|x+1[3
4. fu=n' 8. falx)=Vx2—6x—1 12. fiz(x) = xens
2
b
Exercice I1.2. 1. Soit f la fonction définie sur R\ {2} par f(x) = %, ol a, b et ¢ sont 3 réels.

Déterminer a, b et ¢ pour que ¢ ait les propriétés suivantes :
. %f passe par le point A(0,5);
+ latangente a ¢y au point A est parallele a I'axe des abscisses;
* latangente a €y au point d’abscisse 1 a pour coefficient directeur 3.
x+A
x2+1
(a) Montrer que les tangentes en 0 aux courbes des fonctions g, sont paralleles entre elles.

2. Pour A € R, on consideére les fonctions g, : x —

(b) Démontrer que les tangentes en 1 aux courbes des fonctions gj sont concourantes.
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III. Limites

III. Limites

Exercice III.1. Déterminer les limites suivantes :

-1 i vV - In(1 tan(3
a) limM b) lim 2% ) limﬁ d) limu e) lim an(3x)
x—0 X x—0 X X—0 X x—0 X x—0

Exercice II.2. Pour chaque fonction f, vérifier que la droite d’équation donnée est asymptote a ¢y en oo :

1. f(x) ——x2+6x—5 X+4en+

. = ) = - Too
x—2 y

2. f(X)=Vx2+4x+3,y=x+2en+oo

sin(5x)

3. fx)=3x+1+ ,y=3x+1len+oo

IV. Bijections

1
Exercice IV.1. Soit f la fonction définie sur R* par f(x) = —.
b

1. Montrer que f est une bijection de R* sur R*.

2. En déduire une propriété géométrique de la courbe représentative de f.

Exercice IV.2. Montrer que les fonctions suivantes définissent une bijection de leur ensemble de définition sur un en-
semble a préciser, et écrire les fonctions réciproques :

1. filx)=3x-5 3. f3(0) = x>~ 1sur] —oo0,0] 5. fn = 2XF2

1 2x—-1
2. L) =v3-x 4 fil = —

Exercice IV.3. Soit f:x— x>+ x+1.
1. Justifier que f réalise une bijection de R sur R.
2. Calculer f71(1) et £71(3).

3. Justifier que f~! est croissante.

V. Fonctions usuelles

Exercice V.1. 1. Simplifier les expressions suivantes :

2 3. 1 —2,-3 1 2 1
a) e“xe xgx(e ) g) ln(e—x) D) In(e )+ln(g)
—2\2
b) (") h) e?lnx m) In2-+v3)+In@2+v3)
9 Inve ) In[—5 27 ) (V1B
e—2x n) 4ln 2In
d) In|- . V12 16
i) 1 —eX In(In x)
e) 2In(e®) ) n(Se ) 0) X Inx
f) 3 K Inve* p) logx(logxxxy).
2. Résoudre les équations :
a) In(x+1) =ln(x+2)+In(x+3); e) 2x3:3x2;
b) ex—f’)_e2x+4 :es,
’ f) ch(x)=2;
©) (€**-3)(e *+1)=0; ) ch®)
d) e¥*-2e*-3=0; g) 4ch(x)+2sh(x)—-4=0.

Exercice V.2. Déterminer I'ensemble de définition de chacune des fonctions f suivantes, puis déterminer une fonction
u etun réel a tels que f(x) = (u(x))%.
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V. Fonctions usuelles

L fw=(va)® 3. f)=V(x-17 5. f = 2
' Vi3
1 4 _ 1 N
2. f(x) = _x2 | . f(x) = X\/} 6. f(x) = vV x3.

Exercice V.3. 1. Montrer que pour tout réels x et y, on a: ch(x + y) = ch(x) ch(y) + sh(x) sh(y).
2. Montrer que pour tout réels x et y, on a : sh(x + y) = sh(x) ch(y) + ch(x) sh(y).

X
3. Pour tout réel x, on pose t =th (E) Montrer que :

1+1¢2 2t 2¢
" . b) sh(x)=——; c) th(x) = ——.
(@) Ch(x)_l—tz’ ‘ (b) sh(x) -2 (©) th(x) 52
Exercice V.4. Démontrer que la fonction sh est une bijection de R sur R. On note argsh sa réciproque. Déterminer une
expression de argsh(x) en fonction de x.

Exercice V.5. 1. a) Montrer que pour tout x>0,ona:lnx<x-1.
Inx
b) En substituant x par v/x dans I'inégalité précédente, démontrer que liI_P —=0.
Xx—+00 Xx

2. (a) Montrer que VxeR,ona:e*=x+1.
2
X
(b) En déduire que pour tout xe Ry, e* =1+ x+ >

3. Montrer que pour tout x € R, ch(x) = 1, puis que pour tout x € R, sh(x) = x.

Exercice V.6. Etudier la limite en a de la fonction f pour:

xX+2 x—e* Vx-2
a) a=+ooet f(x) Tt vE f) a=+ooet f(x) x+x1 1 K a=4et f(x) —
e +1 = - _
b) a=+ooet f(x)= — g) a=+ooet f(x) = (02 D a=0et f(x) = X+4—V3x+4
3 _ Inx h) a = +oo et f(x) = Vx2+1 - lnv(x:- ;)1
c) a—+ooetf(x)—x2+1 -1 m) a=+ooetf(x)=L
d) a=0"et f(x) = x*In(2x) i) a=-coet f(x)=x’e ¥ —x ol
N2 +1) N n) a=+ooet f(x)=(x+2")x
€) a=+ooet f(x)=——— ) a=x>0etflx)=——m=" 0) a=1"et f(x) = In(x) In(In(x))

A+0)Ind+1
" .
1. Déterminer I'’ensemble de définition de f.

Exercice V.7. Soit f: t—

2. Déterminer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.

3. Dresser le tableau de variation de f.

1 X
Exercice V.8. Soit f définie par f(x) = (1 - —) .
X
1. Déterminer le domaine de définition 2 de f et préciser les limites de f aux bornes de 2.
2 i X — 1 1
2. (a) Démontrer que f'(x) = f(x)g(x) avec g(x) =In| — | + T 1
b xX—
(b) Etudier les limites en +oo de g, ses variations. En déduire son signe.

(c) En déduire les variations de f
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VI. Etudes de fonctions

Exercice V.9. Calculer:

a) arcsin(—%) f) arctan(- i) 1) arccos (cos (—2?”))
g) arctan (—)
( \/Z) V3 m) arcsin (sin(S—n))
b) arccos|—— V3 4
2 h) arcsin (—) 57

1 2 n) arccos (cos (—))
c) arcsin (——) 1 4

2 i) sin (arcsin (— )) 37

1 . 3 0) arctan (tan ( — ))
d) arccos (— 5) j) arccos (cos (47)) 4
e) arctan (_ \/§) k) arcsin (sin (2?71 )) p) arctan (tan (%T))

Exercice V.10. Calculer les dérivées des expressions suivantes, en précisant leurs domaines de définition :

a) arcsin (v/x) ) x*arctanx® f) arctan (x_—l)
1
d) arctan (sin(2x)) o
X it
b) arcsin 3 e) In(arctan(x?) g) arccos ( o 1)

Exercice V.11. Etudier les fonctions suivantes puis tracer leurs courbes représentatives :
1. f(x) = arcsin(sin x); 2. g(x) = arccos(cos x); 3. h(x) = arctan(tan x).

b4
Exercice V.12. 1. On veut démontrer que pour tout x dans [—1, 1], arcsin x + arccos x = 3

(a) Montrer le résultat en étudiant la fonction f(x) = arcsin x + arccos x.

(b) Montrer le résultat en posant x = sinf pour un certain 6.

1 =n T
2. Démontrer que pour tout x > 0 (resp. x < 0), arctan x + arctan — = E (resp. _E)'
X

. . . N [1—x . 7T
3. Montrer la relation suivante sur un intervalle a préciser : 2arctan 17+ +arcsinx = 5
+ X

Exercice V.13. 1. (a) Sur quelintervalle I est définie la fonction x — sin(arccos x) ?

(b) Montrer que pour tout x € I, on a sin(arccos x) = cos(arcsinx) = V' 1 — x2,

1 X
2. Montrer que pour tout x € R, on a cos(arctan x) = et sin(arctanx) = .
V1+x2 V14 x2
3. (a) Sur quel ensemble 2 la fonction x — tan(arccos x) est-elle définie?
V1-x2 x

et tan(arcsinx) =

(b) Montrer que pour tout x € &, on a tan(arccos x) = .
V1-x2

. . . 1 1
4. Résoudre I'’équation arccos x = arccos 3 + arcsin 3

Exercice V.14. Résoudre les équations :

a) arctanx + arctan2x = z c) *** arcsin2x = arcsin x + arcsin (xv/2)
4
4 T b4
b) 2arctan x +arccos 573 d) arcsinx+arcsinV1-x? = >

VI. Etudes de fonctions

Exercice VI.1. Ftudier, puis tracer le graphe des fonctions suivantes :

L. fl(x):ﬂ 4. fu(x) = xIn(x)

41 5. fs(X)=ln(Vx2+1—x)
2. p0="5 .
3. f3(x) =vcosx 6. fo(x)= 2x2—6x+g'
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