I. Propriétés générales des fonctions

Outils pour I'étude de fonctions - Exercices

I. Propriétés générales des fonctions

Exercice I.1. 1. Tracer le graphe de la fonction f définie par f(x) = v/x sur [0,4]. Tracer ensuite les graphes des fonc-
tions f(x)+2, f(x+2), f(2x) et 2f(x).
2. Tracer sur [-3,5] le graphe de la fonction f qui est 1-périodique et telle que : Vx € [-1/2,1/2], f(x) = |x|.
3. Tracer sur [—3,5] le graphe de la fonction g qui est 2-périodique et telle que : Vx € [-1,1], g(x) = x2.
4. Tracer sur [—3, 3] le graphe de la fonction & qui est 1-périodique et telle que : Vx € [0, 1], h(x) = x.

Exercice 1.2. 1. Pour chaque couple de fonctions f et g, déterminer les ensembles de définition de foget go f etles

calculer : )
(@ f(x) = Vxetg(x) =x%; (b) f(x)=x?—2x+3etg(x) = Ned © fx)=x*-2et g(x) =In(x)
X
2. Dans les exemples suivants, déterminer deux fonctions u et v tellesque h = uov:
1 2
(@) h(x) = V3x-1; (b) h(x) =sin(x+z); (©) h(x) = —=; () h(x) = —— (€) h(x) =e™**
2 xX+7 x2+4

Exercice I.3. Les fonctions suivantes sont-elles majorées? minorées? bornées?
1. f:x—sin(x)e*
2cos(x) +2sin(x)

- 1+e* '

Exercicel.4. Soient f,ge % (I,R).

1. Montrer que si f et g sont monotones (resp. strictement monotones) de méme monotonie alors f + g est aussi
monotone (resp. strictement monotone) de méme monotonie.

2. g:x

2. Montrer que si f et g sont monotones de méme monotonie et positives alors fg est aussi monotone de méme
monotonie. Donner un contre-exemple lorsque les deux fonctions ne sont pas positives.

3. Montrer que si f et g sont monotones (resp. strictement monotones) de méme monotonie alors f o g est croissante
(resp. strictement croissante).

4. Montrer que si f et g sont monotones (resp. strictement monotones) de monotonies contraires alors f o g est dé-
croissante (resp. strictement décroissante).

Exercice I.5. 1. Montrer que si f et g sont bornées, alors f + g et fg sont bornées.
2. Si f et g sont deux fonctions majorées, f g est-elle majorée?

Exercice I.6. 1. Soit f une fonction paire sur R qui est croissante sur R,. Montrer que f est décroissante sur R_.
2. Soitw € R}. Montrer que g : t — sin(wt) est périodique et déterminer sa période en fonction de w.

Exercice I.7. Montrer qu'une fonction périodique et monotone sur R est constante.

I1I. Calculs de dérivées

Exercice II.1. Déterminer la dérivée de chacune des fonctions suivantes en précisant 'ensemble de dérivabilité :

1. fl(x)zxe 5. f5(X):sin4x 9. fg(l‘)zsh(%)
2. fg(t):(dt;l)Sln(7t+2) 6. f6(X):—x2—3x+4 10. fi0(x) = tan(cos(x))
3. W =——— 7. fi( =In(@t+ D2 +1) 1. fi1(0) =|x+1[3
4. fu=n' 8. falx)=Vx2—6x—1 12. fiz(x) = xens
2
b
Exercice I1.2. 1. Soit f la fonction définie sur R\ {2} par f(x) = %, ol a, b et ¢ sont 3 réels.

Déterminer a, b et ¢ pour que ¢ ait les propriétés suivantes :
. %f passe par le point A(0,5);
+ latangente a ¢y au point A est parallele a I'axe des abscisses;
* latangente a €y au point d’abscisse 1 a pour coefficient directeur 3.
x+A
x2+1
(a) Montrer que les tangentes en 0 aux courbes des fonctions g, sont paralleles entre elles.

2. Pour A € R, on consideére les fonctions g, : x —

(b) Démontrer que les tangentes en 1 aux courbes des fonctions gj sont concourantes.
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III. Limites

III. Limites

Exercice III.1. Déterminer les limites suivantes :

-1 i vV - In(1 tan(3
a) limM b) lim 2% ) limﬁ d) limu e) lim an(3x)
x—0 X x—0 X X—0 X x—0 X x—0

Exercice II.2. Pour chaque fonction f, vérifier que la droite d’équation donnée est asymptote a ¢y en oo :

1. f(x) ——x2+6x—5 X+4en+

. = ) = - Too
x—2 y

2. f(X)=Vx2+4x+3,y=x+2en+oo

sin(5x)

3. fx)=3x+1+ ,y=3x+1len+oo

IV. Bijections

1
Exercice IV.1. Soit f la fonction définie sur R* par f(x) = —.
b

1. Montrer que f est une bijection de R* sur R*.

2. En déduire une propriété géométrique de la courbe représentative de f.

Exercice IV.2. Montrer que les fonctions suivantes définissent une bijection de leur ensemble de définition sur un en-
semble a préciser, et écrire les fonctions réciproques :

1. filx)=3x-5 3. f3(0) = x>~ 1sur] —oo0,0] 5. fn = 2XF2

1 2x—-1
2. L) =v3-x 4 fil = —

Exercice IV.3. Soit f:x— x>+ x+1.
1. Justifier que f réalise une bijection de R sur R.
2. Calculer f71(1) et £71(3).

3. Justifier que f~! est croissante.

V. Fonctions usuelles

Exercice V.1. 1. Simplifier les expressions suivantes :

2 3. 1 —2,-3 1 2 1
a) e“xe xgx(e ) g) ln(e—x) D) In(e )+ln(g)
—2\2
b) (") h) e?lnx m) In2-+v3)+In@2+v3)
9 Inve ) In[—5 27 ) (V1B
e—2x n) 4ln 2In
d) In|- . V12 16
i) 1 —eX In(In x)
e) 2In(e®) ) n(Se ) 0) X Inx
f) 3 K Inve* p) logx(logxxxy).
2. Résoudre les équations :
a) In(x+1) =ln(x+2)+In(x+3); e) 2x3:3x2;
b) ex—f’)_e2x+4 :es,
’ f) ch(x)=2;
©) (€**-3)(e *+1)=0; ) ch®)
d) e¥*-2e*-3=0; g) 4ch(x)+2sh(x)—-4=0.

Exercice V.2. Déterminer I'ensemble de définition de chacune des fonctions f suivantes, puis déterminer une fonction
u etun réel a tels que f(x) = (u(x))%.
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V. Fonctions usuelles

L fw=(va)® 3. f)=V(x-17 5. f = 2
' Vi3
1 4 _ 1 N
2. f(x) = _x2 | . f(x) = X\/} 6. f(x) = vV x3.

Exercice V.3. 1. Montrer que pour tout réels x et y, on a: ch(x + y) = ch(x) ch(y) + sh(x) sh(y).
2. Montrer que pour tout réels x et y, on a : sh(x + y) = sh(x) ch(y) + ch(x) sh(y).

X
3. Pour tout réel x, on pose t =th (E) Montrer que :

1+1¢2 2t 2¢
" . b) sh(x)=——; c) th(x) = ——.
(@) Ch(x)_l—tz’ ‘ (b) sh(x) -2 (©) th(x) 52
Exercice V.4. Démontrer que la fonction sh est une bijection de R sur R. On note argsh sa réciproque. Déterminer une
expression de argsh(x) en fonction de x.

Exercice V.5. 1. a) Montrer que pour tout x>0,ona:lnx<x-1.
Inx
b) En substituant x par v/x dans I'inégalité précédente, démontrer que liI_P —=0.
Xx—+00 Xx

2. (a) Montrer que VxeR,ona:e*=x+1.
2
X
(b) En déduire que pour tout xe Ry, e* =1+ x+ >

3. Montrer que pour tout x € R, ch(x) = 1, puis que pour tout x € R, sh(x) = x.

Exercice V.6. Etudier la limite en a de la fonction f pour:

xX+2 x—e* Vx-2
a) a=+ooet f(x) Tt vE f) a=+ooet f(x) x+x1 1 K a=4et f(x) —
e +1 = - _
b) a=+ooet f(x)= — g) a=+ooet f(x) = (02 D a=0et f(x) = X+4—V3x+4
3 _ Inx h) a = +oo et f(x) = Vx2+1 - lnv(x:- ;)1
c) a—+ooetf(x)—x2+1 -1 m) a=+ooetf(x)=L
d) a=0"et f(x) = x*In(2x) i) a=-coet f(x)=x’e ¥ —x ol
N2 +1) N n) a=+ooet f(x)=(x+2")x
€) a=+ooet f(x)=——— ) a=x>0etflx)=——m=" 0) a=1"et f(x) = In(x) In(In(x))

A+0)Ind+1
" .
1. Déterminer I'’ensemble de définition de f.

Exercice V.7. Soit f: t—

2. Déterminer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.

3. Dresser le tableau de variation de f.

1 X
Exercice V.8. Soit f définie par f(x) = (1 - —) .
X
1. Déterminer le domaine de définition 2 de f et préciser les limites de f aux bornes de 2.
2 i X — 1 1
2. (a) Démontrer que f'(x) = f(x)g(x) avec g(x) =In| — | + T 1
b xX—
(b) Etudier les limites en +oo de g, ses variations. En déduire son signe.

(c) En déduire les variations de f
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VI. Etudes de fonctions

Exercice V.9. Calculer:

a) arcsin(—%) f) arctan(- i) 1) arccos (cos (—2?”))
g) arctan (—)
( \/Z) V3 m) arcsin (sin(S—n))
b) arccos|—— V3 4
2 h) arcsin (—) 57

1 2 n) arccos (cos (—))
c) arcsin (——) 1 4

2 i) sin (arcsin (— )) 37

1 . 3 0) arctan (tan ( — ))
d) arccos (— 5) j) arccos (cos (47)) 4
e) arctan (_ \/§) k) arcsin (sin (2?71 )) p) arctan (tan (%T))

Exercice V.10. Calculer les dérivées des expressions suivantes, en précisant leurs domaines de définition :

a) arcsin (v/x) ) x*arctanx® f) arctan (x_—l)
1
d) arctan (sin(2x)) o
X it
b) arcsin 3 e) In(arctan(x?) g) arccos ( o 1)

Exercice V.11. Etudier les fonctions suivantes puis tracer leurs courbes représentatives :
1. f(x) = arcsin(sin x); 2. g(x) = arccos(cos x); 3. h(x) = arctan(tan x).

b4
Exercice V.12. 1. On veut démontrer que pour tout x dans [—1, 1], arcsin x + arccos x = 3

(a) Montrer le résultat en étudiant la fonction f(x) = arcsin x + arccos x.

(b) Montrer le résultat en posant x = sinf pour un certain 6.

1 =n T
2. Démontrer que pour tout x > 0 (resp. x < 0), arctan x + arctan — = E (resp. _E)'
X

. . . N [1—x . 7T
3. Montrer la relation suivante sur un intervalle a préciser : 2arctan 17+ +arcsinx = 5
+ X

Exercice V.13. 1. (a) Sur quelintervalle I est définie la fonction x — sin(arccos x) ?

(b) Montrer que pour tout x € I, on a sin(arccos x) = cos(arcsinx) = V' 1 — x2,

1 X
2. Montrer que pour tout x € R, on a cos(arctan x) = et sin(arctanx) = .
V1+x2 V14 x2
3. (a) Sur quel ensemble 2 la fonction x — tan(arccos x) est-elle définie?
V1-x2 x

et tan(arcsinx) =

(b) Montrer que pour tout x € &, on a tan(arccos x) = .
V1-x2

. . . 1 1
4. Résoudre I'’équation arccos x = arccos 3 + arcsin 3

Exercice V.14. Résoudre les équations :

a) arctanx + arctan2x = z c) *** arcsin2x = arcsin x + arcsin (xv/2)
4
4 T b4
b) 2arctan x +arccos 573 d) arcsinx+arcsinV1-x? = >

VI. Etudes de fonctions

Exercice VI.1. Ftudier, puis tracer le graphe des fonctions suivantes :

L. fl(x):ﬂ 4. fu(x) = xIn(x)

41 5. fs(X)=ln(Vx2+1—x)
2. p0="5 .
3. f3(x) =vcosx 6. fo(x)= 2x2—6x+g'
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VII. Indications - Solutions

VII. Indications - Solutions

Exercice I.1 : Application immédiate du cours.
Exercice.2:

1. (a)

(b) fog(x):i—%+3 surR} et go f(x) =

fog(x)=|x|surRet go f(x) = x sur R;.

1
Vx2-2x+3

sur R.

(© fog(x) =In(x)*>—-2sur R} etgo f(x) = In(x? - 2) sur ] — 0o, —V2[U] V2, +00l.

2. (@ ux=+vxetv(x)=3x-1

(b) u(x)=sin(x) et v(x) =x+ g

(©) ulx) = % etv(x)=x+7

(d) ulx)= X et v(x) = x°
xX+4
(e) u(x)=e*etv(x)=cosx.

Exercice 1.3 :

1. f n’est ni majorée ni minorée car f(2rn+m/2)=e

2nn+m/2

——— tooet f2un-m/2) = —e2mn-ml2
n—+oo

—OQ.
n—+oo

2. 1=1+e"et|2cos(x) +2sin(x)| = 4, donc |g(x)| <4 : g est bornée.

Exercice I.4 : 1 faut distinguer les cas croissants/décroissants.

1. Faisonsle casou f et g sont croissantes et montrons alors que f+ g est croissante. Soient x, y €  avec x < y. Comme
f et g sont croissantes, f(x) < f(y) et g(x) < g(y). Comme < est compatible avec +, f(x) + g(x) < f(y) + g(»),

autrement dit (f + g)(x) < (f + ) ().

2. Faisons le cas ou f et g sont décroissantes et montrons alors que fg est décroissante. Soient x,y € I avec x < y.
Comme f et g sont décroissantes, f(x) = f(y) et g(x) = g(y). Comme f et g sont positives, f(x)g(x) = f(y)g(y),
autrement dit (fg)(x) = (fg)(y). Comme contre exemple, on peut prendre f(x) = x et g(x) = x qui sont croissantes
sur R. Le produit (fg)(x) = x> n’est pas monotone.

3. Faisonsle cas ol f et g sont croissantes et montrons alors que f o g est croissante. Soient x, y € I avec x < y. Comme
f et g sont croissantes, g(x) < g(y) et f(g(x)) < f(g(»)), autrement dit fo g(x) < fog(y).

4. idem.

Exercice I.5:

1. 1l existe M, M’ tels que pour tout x € I, [f(x)| = M et |g(x)| = M'. Donc pour tout x € I, |f(x)g(x)| = MM' et

|f)+g0)|=M+M.

1 1
2. Non, par exemple, f(x) = —— et g(x) = —— sur ]0, +oo[. Le signe est important!
X X

Exercice 1.6 :

1. Soient x < y <0.Alors 0 = —y < —x, donc f(-y) < f(—x) par croissance, puis f(y) < f(x) par parité.

2 .
2. T =— c’estla pulsation.
w

Exercice 1.7 : Soit f une fonction T-périodique croissante. Que dire des valeurs de f(x), f(x+ T)? Comparer ensuite f(x),

fx+T)et f(y) pour y € [x, x+ T]. Conclure.
ExerciceII.1:

L. fl(x)=ex® ! surR:

2. f(t) = asin(7t+2)+7(at—1)cos(7t +2) sur R

2 2

u-+T
3. fé(u) = —m sur R\ {7}

4. fi(t) =In(mn’ surR
5. fi(x) =4cos(x)sin® x sur R
—2x+3

6. fa(x)= 2

T_'_LI)ZSUI'R

2
7. )= ——+ sur]—1/2, +oo[

2t+1  r2+1
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10.

11.

12.

x-3
—— sur]-o00,3-v10[U]3+ V10, +00]

!
(x) =
s x2-6x-1
4 (1 .
fg'(x) = 5 Ch(?) sur R
_ sin(x)
fiolx) = P T sur R
) = ~ sur ] — 1, +oo| et:—;z sur
3(x+1)§ 3(x+1)§
]_OO,—I[
fiz(x) = (1— 5 )eﬁ sur 10, 1{U]1, +ool
In“(x)
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VII. Indications - Solutions

Exercice I1.2 :
1. ¢ passe par le point A(0,5) donne f(0) =5, donc ¢ = ~10;

, ax®-4ax—2b-c
e comme f (x) =

,ontrouve b=—c/2=5;

(x-2)?
¢ de méme, on trouve a = 1.
2. (a) Comme g (x) = M on trouve g} (0) = 1.
(xZ+1)2 A

)l . A 1
(b) L'équation delatangenteenlesty=— Ex+)t + > En prenant A =0 et A = 2, on trouve que ces deux tangentes
se coupent en (2,1/2). On vérifie ensuite que ce point est sur toutes les autres tangentes.
Exercice III.1 : On fait apparaitre a chaque fois un taux d’accroissement :

e“-1 e*—¢

1. exp'(0) = 1.
X x—=0 x—0 P
9 sin(x) _ sin(x) —sin(0) sin'(0) = 1.
X x—0 x—0
5 Vitx-1 Vi+x-v1 11
' x  l+x-1 x-0 21 2
4 1n(1+x)_ln(1+x)—ln(1) 1
©ox 1+x-1  x=01
tan(3 tan(3x) — tan(3 x 0
5, nGY) _tanG0) ~tanGx0) 4, | an2(0) =3.
X x—0 x—0

Exercice II1.2 : On calcule a chaque fois la limite lorsque x — +oco de f(x) — y.
ExerciceIV.1:

1 1
1. Soit y € R*. Il existe une unique solution a I'équation — = y qui est x = —. Donc f est une bijection. Sa réciproque
X y
est elle-méme!
2. Lacourbe représentative de f est symétrique par rapporta y = x.

Exercice IV.2 : On réalise un tableau de variations a chaque fois pour déterminer I’ensemble image de la fonction.

1 o 1
1. R=R y=3x-5 < x= g(y+5).f1 (x) = §(x+5).

\S)

R—=R.y=V3-x = x=\/§—y.fz_l(x):\/§—x.
3. |—00,0] — [—1,+oo[.y:x2—1 — y+1=x2 — x:—\/y+1.f3_l(x)=—\/y+1.

4. R\{g}—ﬂR*.y: — 3xy-2y=1<—= x= 2y+1.f4_1(x): 2x+1.
3 3x—-2 3y 3x

5. R\{1}~R\{§}.y: D2 gxy—y=3x42 > x2y-D) = y+2 e x= 2L plg= 2
2 2 2x—1 2y-3 2x-3

Exercice IV.3:

1. On utilise le TBM : f est continue sur R, strictement croissante, liIP f(x) = oo0.
X— X000

2. fl)=0car flO)=1et f71(3)=1.

3. On peut justifier que ! est dérivable et trouver le signe de sa dérivée avec le TBM. Ou bien on prend x < y et on
remarque que x = f(x), y = f(y"). Comme f est croissante, on a forcément x' < y'.

Exercice V.1 :

1. a) e2><e3><e—14 x(eH) P =¢’ g ln(eix):—x 1) ln(e2)+ln(e—14)=—2
b) (e’“‘z)zz1 e> 4 h) edln¥ = % m) In(2-v3)+In@2+v3)=0
9 Inve=3 i ln(e_2x)=2x n) 4ln(£) - Zln(\i—l_GS) -
o nfL)-- Bin) 4312

e) Zln(eg) =6
f) e3ln(x) — xS

LAS - Le Raincy

j) ln(% ex) =x—-1In(5)

K) 1n\/e_:§

6/9

In(In x)

0) x x =Inx

p) log,(log, x*) =y.
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VII. Indications - Solutions

a) S={1}; o S:{O,lnj}
1+V/35 In2

b) S={ ;/_}; /3

o S=1{n@)/2}; f) S={In(2+Vv3)};

d) S={n@)}; g S=1{0;~In@)}.

Exercice V.2 :
1. f(x)= (\/})3, Dy =R" et u(x) =x, a=3/2

=x*+lLa=-1

2. fx)=

3. f(x)=\3/(x—1)5,Df=[R§etu(x)=x—1,a=5/3
1 +
4. f(x)=—= , D =R, etu(x)=x, a=-3/2

Ve

x2
Vi
6. f0=\VVx3 Dr=R"etu(x) = x,a =3/8.

Exercice V.3 : On remplace les fonctions hyperboliques par des exponentielles partout.
Exercice V.4 : On utilise le TBM : sh est continue strictement croissante et HIP sh(x) = +oo. On résout sh(x) = y <
X—*00

5. f(x)= D= Rfetu(x)=x,a=5/4

ef-e ' =2y = ()2 -2ye’-1=0 <= e*=y+/y2+1 < x=In(y+/y?+1) = argsh(y).
Exercice V.5:

1. a) Onpose f(x) = x—1-Inx, définie pour tout x > 0. On démontre ensuite que f(x) = 0 en étudiant les variations
de f.
1
b) On substitue puis on divise par x, en se rappelant que In v/x = 3 Inx.

2. (a) Méme principe que les questions précédentes.
2
X
(b) Ladérivéede x—e*—1—x— > est x— e*—1 — x qui est positive!

3. On peut utiliser ch?(x) — sh?(x) = 1 pour la premiére inégalité, puis on étudie la fonction x — sh(x) — x pour la
deuxiéme.

Exercice V.6 :

xX+2 X 3
a) lim — % __p f) lim =% - oo O lim Y22 3
x—+oo xInx +/x x—+o0 x4+ 1 x—>4\/m 3 2
e : x—1 1 +4-3x+4
b) lim ¢ =400 g) lim == D lim X x+d
x—+oo e*¥ -3 x—+o0 2x — (Inx) 2 x—0 \/XT—l
c) lim Inx =0 h) lim Vx?+1-Vx2-1=0 _ 3x2 —
x—too X2+ 1 X—+00 m) 1151_1 =400
X—+00 X
. 2 _ : : 257X _ 4 —
d lim xIn(22) =0 ) lim x"e™-x=-+oo W lim MOE)
\/— \/E 1 X—+00 X -
In(x2+1) o X - .
im — 7 = ) lim—— = —— =
e) xEI}]w T 0 ] bl E— 2a o) )}L1111+1n(x)ln(ln(x)) 0
1+0)In(1+1¢
Exercice V.7 : Soit f: t — #

1. Dy =]-1,0[U]0, +ool.
2. tliml f(x) =0 (croissances comparées), ltir% f() =1 (limite du taux d’accroissement), tlir+n f(t) = +oo.
—= — —+00

t—In(1+19)

3. f estdérivable sur Dy, et f'(1) = — Y = 0. Donc f est croissante.
Exercice V.8 :
1. 2 =]-00,0[U[l,+00[, lim f(x)=e !, lim f(x)=1,lim f(x) =0, lim f(x)=e .
X——00 x—0 x—1 X—+00

. . 1
2. (a) Dériver I'expression f(x) = exp (xln (1 - ;))
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VII. Indications - Solutions

1
! - -
(b) g'(x)= P

donc g est positive sur 2.

(c) f et g sont positives, donc f est croissante.

Exercice V.9 :

a) arcsin

c) arcsin

d) arccos

e) arctan|-—

Exercice V.10 :

/ 1
a) arcsin(vx) = ————sur]0,1[
(ﬂ 2vVx(1—x)
1
b) arcsinf = sur]—3,3[
3 Vo-x2

3
2 2 _

Cc) x“arctanx” = 1

1+x

2cos(2x)

d) arctan(sin(2x)) = ————— surR

1+ sin? 2x)

)
g)
h)
i)
j)
k)

+2x arctan(xz) sur R

, § est croissante sur ] —oo,0[ et décroissante sur ]1,+oo[, lim g(x) =0et lim g(x)=0
)2 X——00 x—-+00

b/
arCtan(—l) = - 1) arccos (C ( )) 2_7[
4 3
[5)5
arctan| — | = — b4 n
3 6 m) arcsin (sm(— ) —
4 4
. 3 T
arcsin| — | = — 51 3
( 2 ) 3 n) arccos (cos (—)) —
1 1 4 4
sin (arcsin(—)) =— 3 /4
3 3 0) arctan (tan(—)) =
arccos(cos(4m)) =0 4 4
n(sin( 7)) -3 [n(F))-5
arcsin|sin|— || = — p) arctan(tan|-—
3 3 6
2x
e) In(arctan(x?)) = ur R*
) In( (%) (1+ x*) arctan(x?)
x—-1 1
f) arctan(—) = sur R\ {1}
x+1 x2+1
x—-1
g) arccos( ): sur ]0, +ool.
x+1

Exercice V.11 : Faire bien attention a l'intervalle ol1 se trouve la variable.

Exercice V.12
1. flx)=

Osur]—1,

1[. Donc f est constante sur ] —1,1[, égale a f(0)

b4
= > On vérifie ensuite que f(1)

(x+1)\/_

= fen=2

2. Comme x € [-1,1], prenons 0 = arcsin(x). On a sinf = x. Comme 0 € [—% g] arcsin(sinf) = 6. De plus, % -0e

[0, 7], donc arccos(sinf) = arccos (cos (5 - 6))

1
3. Posons f(x) = arctan x + arctan —. Sur R*, f'(x) =0, donc f est constante sur | —oo,0][, égale a f(-1) =
X

R T ) . T N
10, +o00l, égalea f(1) = 7 On peut aussi poser x = tanf pour un certain g € ] ~55 [, puis utiliser :

2

. b4
= — — 6. Donc arcsinx + arccosx =0 + > 0=

T

5

b2
—— etsur
2

—5 = an(5 -4
=tan|——x|.
an6 2

1-x . ,
4. Posons f(x) = 2arctan Tox +arcsinx sur] —1,1[. f(x) =0, donc f est constante et vaut f(0) = —
X

Exercice V.13 :
1. (a) I=[-1,1].

(b) Voir le cours.

2. On utilise la formule 1 + tan? x = cos? x. On obtient cos?(arctan x) =

fait ensuite attention aux signes.
3. (@ 2=I[-1,0[u]0,1].

5 et sin®(arctanx) = 1 —

1 X
1+x2 1+x2

L P sin - . . o
(b) Onrevient a la définition de tan = — et on utilise les formules démontrées précédemment.
cos

1 1 1
4. Rappelonsquesia, b€ [0,7],alorsa=b <= cosa=cosb.Orarccosx € [0,7] et0 < arccos 3 +arccos 3 < 2arccos >

2m
3 On peut donc prendre le cos des deux c6tés de 'équation, puis on linéarise cos(a + b) et on utilise les formules

1 zf f 2f f
precedentes X = CcoSs|arccos 5 + arcsm - = - 1-——= S=

Exercice V.14 :
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VII. Indications - Solutions

a)

b)

c)

d)

) . -3-V17 -3+V17
On prend la tangente des deux c6tés, puis on résoud. On trouve deux solutions x; = ——— et xp = ——.
La premiere est négative, donc arctan x; +arctan2x; < 0 : 'équation de départ n’est pas vérifée. Pour la deuxieme,
-3+v17 1 b/ -3+v17
— < o donc 0 <0 = arctan x, + arctan2x, < 5 ettanf = 1: x, est bien solution. S = {T }

On remarque déja que comme arctan est strictement croissante sur R, il n'y a qu'une seule solution. On prend le

cosinus des deux cotés, puis on résoud. On trouve deux solutions x; = -3 et xp = 2 On peut montrer que xj ne

. . 4 4 V2 i1 4
convient pas directement : arccos g < Z car g < 7, et arctan X1 < —Z car x1 < —1. Donc 2arctan X1 +arccos g <0.

T 4 T 4
Puis, comme 0 < x» < 1, 2arctanx; € [O, E] ; de plus arccosg € [0, E] Donc 6 = 2arctanx, + arccosg € [0,7] et

1
cos(@) =0. Donc 6 = g S= {—}

2
On remarque déja que si on change x en —x, on ne change pas 'équation. Donc si on a une solution x, son opposée
V14

—x est aussi solution. On prend le sinus des deux c6tés, puis on résoud. On trouve trois solutions xo =0, x; = — e

V14 N . . . T, L . .
et xp = . La premiere est bien solution. Comme arcsin2x € [—5, E] , il faut aussi avoir arcsin x + arcsin(xv'2) €

T T 1 2 b/
[—5, o1k Or0=x; = -3 et0=x V2= —g, donc 0 = arcsin x; + arcsin xv2 > -3 : X1 est solution. D’autre part,
-v14 V14
X2 = — X1, donc x, est aussi solution. S = {0, e }

On prend le sinus des deux c6tés, puis on résoud. On trouve [0, 1] comme solutions. Pour vérifier les solutions, on
7 7 7
prend x € [0,1] et 8 = arcsinx € [0, 5] Donc arcsin x +arcsinvV1—-x2 =60 + 3 0= 2 S=10,1].

Exercice VI.1 :

1.

1
Ensemble de définition : R*. f;(x) = x —2 — — est croissante sur les deux intervalles. Asymptote oblique y = x—2 en
X
+oo et asymptote verticale en x =0. lim fj (x) = Foo.
x—0%

X o
5 donc f est décroissante sur [0,1[ et sur ]1, +oo[.

—4
Ensemble de définition : R\ {-1,1}. f, est paire. f;(x) = @
2

lim f>(x) = £oo. Asymptote horizontale y = 1.
x—1*

Ensemble de définition : |_J [—g +2km, g + an]. On a f3(x +27) = f3(x), et f3(—x) = f3(x) donc on étudie f3 sur
kez
b4 sinx
0,=|. filx) = ————
[ 2] 5@ 2y/cosx
Ensemble de définition : ]0,+oo[. On a f,(x) = In(x) + 1, donc f; est décroissante sur ]0,1/¢e] et croissante sur
[1/e,+o0l. li%l f1(x) = 0 et la tangente est verticale.
xX— +

T
<0sur [0, 5], donc f; est décroissante sur cet intervalle.

Pour tout x € R, V' x2 + 1 > x, donc f5 est définie sur R. Elle est impaire donc on étudie sur [0, +oo[. De plus, fs’(x) =

<0, donc f5 est décroissante sur R. lir+n f5(x) = Foo.
X—*00

1
Vx2+1
o ) 11 , 25 1 11 , .
On étudie g(x) =2x“ - 6x+ 3= 2(x—3/2)" - n et s’annule en 1 et e On trace la parabole, puis on replie pour

obtenir f5.
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