I. Manipulations de somme et de produits

Chapitre 5 : Sommes et produits

I. Manipulations de somme et de produits

I.1. Notations et exemples

Définition 1. Soit I un ensemble fini et non vide et (a;);e; une famille de nombres complexes indexée par I. On note
Z a; (resp. ]_[ a;) la somme (resp. le produit) de tous les éléments de la famille (a;);e;.
iel iel
Si I est 'ensemble vide, on convient que Z a; vaut 0 et l_[ a; vaut 1.
iel iel

RemarqueI.1. Lindice i est muet et n'existe que dans la somme/le produit. On peut donc le remplacer par un autre
symbole qui n’est pas utilisé ailleurs. Il n’apparait pas forcément non plus dans la somme/le produit.

Notation I.1. SiI=[p,q], on notera alors:

q
Y ai=ap+tapa+-tag=)y ai= Y, a.
iel i=p p<i=q

q
Remarque 1.2. Dans lasomme ) aj, i1y @ ccvcercrcncen termes.
k=p
Exemple I.1. o Lasomme des n premiers entiers strictement positifs s’écrit :

o La somme des huit premieéres puissances de 2 s’écrit :

n fois

n
¢ Le produit H k=1x2x---x nsenote aussi n! et se lit « factorielle n ». On prend comme convention que 0! = 1.
k=1

Exemplel.2. Ona:
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Mais: Y k% =
i=1

Exercicel. 1. Ecrire chacune des expressions suivantes avec le signe ) _:

(@) 5a; +5as +5a3+5a4 = (@ 232+24425+... 4212 =
(b) an+ans1+---+azp= 1 2 3 4 10
h) - +-+-—F+—++——=
() a1 +az+as+a; = 2 4 8 16 1024
@ ap+arx+azx®+asx®+--+agx? = D) 2-4+6-8+--+50=
(@ 12422+ +n?= W g-a*+a’~q'+q°—+q’' =
) LI SRS S © a"t+a" b+ a" B+ ab" P+ =
n+l n+2 2n
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I. Manipulations de somme et de produits

2. Ecrire chacune des expressions suivantes sans le signe Z ou H :
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I.2. Linéarité, relation de Chasles et autres propriétés

Exemple 1.3.

M=

a=

=~
1l
—

 Lorsqu’on sort un terme:

™M=

ay = ay +iak
k

1l
—

™M=

ay = ay +iak
k

1l
—

« Lorsque on somme une somme :
n
(a;i+b;) =
izl

e Lorsqu’on a un facteur commun :
n
2 Aai=
i=1

e Un télescopage :

n
Y (i1 —a) =
i=1
q
Propositionl. 1. Y a=alg-p+1);
k=p
q q
2 Z ag=ap+ Z ay;
k=p k=p+1
q q-1
3. ) ax=aqg+ ) ai;
k=p k=p
4. Z ay + Z by = Z (ay + by) (linéarité);
kel kel kel
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¢ Lorsqu’on ajoute toujours le méme nombre :

2/4

5. ) Aax=A)_ ar (homogénéité);
kel kel

q
6. (k41— ag) = agy1 — ayp (téléscopage);

k=p
q r r
7. ) ar+ Y. ax= ) ai (Chasles);
k=p k=q+1 k=p
q q
8. Z ai| < Z la| (Inégalité triangulaire).
k=p k=p
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I. Manipulations de somme et de produits

q q q
Proposition2. 1. a=al P 5 1] ax| = H lak|;
k=p k=p k=p
q q q q g4 .
2. [Ta H H (arbi) ; 6. ] 1 - 29 eléscopage);
k=p  k=p k= k=p 9k ap
4 q-p+1 q r r
3 [[Aa =2 H ag; 7. [Taxx ] ax=[] ax (Chasles).
k=p k=p k=p k=q+1 k=p

:&

wr-|f1a]"

=
I
=

Exemple 1.4. ¢ Le produit des nombres pairs de 2 a 2n vaut :

e Le produit des nombres impairsde 1 a 2n+1 vaut:

Exercice 2. 1. Calculer:
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I. Manipulations de somme et de produits

I.3. Changement d’indice

Proposition 3. Soient p < q deux entiers naturels, N € N et (ay) rez une famille de nombres complexes. On a

q q+N q+N
D ak= ) ar- Nel‘l_[ak— [l a-n
k=p k=p+N k=p+N

et

q q-p
Y oap=) ag-
k=p k=0

Exemple 1.5. En pratique, on peut poser le changement d’indice pour ne pas se tromper.

n
o Pour modifier la somme Z (k+1)%, on pose i = k+1. Alors lorsque k=0, on a i = ... et lorsque k = 71, i = ..cooco.....
; k=0
Donc Z (k+ 1)2 R
k=0
n
« Considérons la somme ) k etposons i =n—k.Lorsque k=0, i =....etlorsque k = n, i = ..., de sorte que
. k=0
> k=
k=0
n
DONe2 ) k= e
k=0

Exercice 3. Compléter les expressions suivantes en terminant les changements d’indice :

5 q+1 n+2 n

LY ag=) as; 3.y ak_zalﬂ 4. Z xk—Zx 6. > Ujy1= ) U.
k=2 i=. kept1 i ksn+l 1= j=3 i
n n+1 n n-1

2. ) xp=).x 5.) Uis= ) ug 7. ) ar=) a
k=0 j=1 i=3 =... k=4 i=1

Exercice 4. Simplifier les sommes suivantes :
n+1 1

1. Zl——Z—:

n+2 n+l n+1
3 Za,+2a1—22ak—
i=0

-1 -1
6 nz: an—kbk_nz: an—(k+1)bk+1 —
k=0 k=0
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