Sommes et produits - Exercices

2m+1 +b2m+1 2m +b2m

Exercice 1. Soit m € N*. Factoriser 'expression a par a+ b. Est-il possible de factoriser a para+b?

Exercice 2. 1. Soit x € R,.Al'aide de la formule du binome, montrer que: VneN, (1 +x)" =1+ nx.
2. SoitxeRavec x>—-1.0nposea=x+1.
(a) Montrerque:VneN,a” -1=n(a-1).
(b) Endéduire que VneN,(1+x)" =1+ nx.

Exercice3. 1. Démontrer que pour tout k € N*,

1 1
— <2(\/k+1—\/E) <—.
Vik+1 vk
n
2. En déduire un encadrement de Z = pour tout entier n € N*,
=1
25
3. Déterminer la partie entiere de Z —.

o1 Vk
1000000 1
4. Donner la valeur de Z —— avec un erreur inférieure 8 —
k=10000 VK 50°
. . . 1 a b . P 1 1
Exercice 4. Déterminer a et b dans Z tels que =—+ , puis en déduire la valeur de Z .
nn+l) n n+1 = k(k+1)

n
1
En s’inspirant de la méthode précédente, calculer Z m

Exercice 5. Calculer les sommes et produits :

i k(k—1) > i(kfl)! ‘ 3',}1(1_%) ‘ ﬁ(l__)

k=0 faliy

n
Exercice 6. 1. On souhaite calculer la somme S; = Z k d’'une facon différente de celle vue en cours en utilisant no-
k=1

n
tamment S, = ) k?.
k=1

n
(a) Exprimer Z (k +1)? de deux facons différentes en fonction de Sy, S; et n.
k=1

(b) En déduire la valeur de S;.

2. Ens'inspirant du 1, calculer S, puis S = Z k3.

Exercice 7. Pour n € N*, on note :
n n n
an=Y k by=) K et cy=) k.
k=1 k=1 k=1

. ) nn+1) nn+1)2n+1) 2
Démontrer par récurrence que a, = — by, = f etc,=(a,)”.

Exercice 8. Calculer les sommes suivantes :

n n n n

LY k(k+1) 3. Y @¥+4k+n-3) 5. ) ch(kx), (xeR) 7. Y (DK
k=0 k=0 k=0 k=

2. ) @k+1 4.y —— 6. Y [——

Exercice 9. Soient n, p des entiers tels que 0 < p < n. Montrer les relations :

2 B I o W R o [

. . . . . 1x3x-x(2n-1) . 2n
Exercice 10. Soit n > 1 un entier naturel. Exprimer le quotient en fonction de .
2x4x---x(2n) n
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Exercice 11. Montrer par récurrence sur z que pour tous entiers naturels n et p telsque p < n,ona:

+1 +1
PlilP T L
p p p p+1
Interpréter le résultat sur le triangle de Pascal.
Exercice 12. Calculer, pour neN:

= (7). ¢ k=177, < . LY
a Y k| |; b)Y D k| |; o) ; d ) k
=5k k k

= k+1 k=0

. . _— P(n\[n—k
Exercice 13. Soit neNet p < n. Simplifier Z .

n 2n+1
Exercice 14. Pour tout n € N*, on pose S, = Z ( k )
k=0

1. En effectuant le changement d’'indice j = 2n+ 1 — k, déterminer une autre expression de S,.
2. En déduire la valeur de S,,.

Exercice 15. Soient m,neN* et0<r < m,n.
1. Que vautle coefficient devant x” dans le développement de (1 + x)™*" 2

2. Que vaut le coefficient devant x” dans le développement de (1 + x)" (1 + x)™?

.
3. En déduire la valeur de ) (m)( " )

i—o\kJ\r—k
Exercice 16. 1. Linéariser les expressions suivantes : a) sin3(x) cos3(x) ; b) cos(x) cos? 2x)
2. En déduire les valeurs des intégrales : a) f : sin3 (x) c0s3(x)dx; b) f ’ cos(x) cos? 2x)dx
0 0

Exercice 17. Exprimer :

1. cos(4x) en fonction de cos x. 2. sin(5x) en fonction de sin x.

Exercice 18. Calculer les sommes suivantes :

n n n

1. ) sin(k6) 3. Y cos®(k6) 5 ) k " cos(k6)
=0 k=0 = \k
n n n n

2. Zcos(a+ k0) 4, Z sin(k8) 6. Zsin(ka’)sin(kﬁ)
k=0 i=o\k k=0

Exercice 19. Calculer les sommes suivantes :

LY G+)) 3. Y min(,)) 5. Y ij > 2—1(1)

lsisn 1<i<jsn l=i<j=n ]
1<j<p ; 0<i<j<n
2. )Y +)) 4. ) min(,)) 6. Yy —
l<i<j<n 1<i,j<n 1=icjsnJ 1
Exercice 20. 1. Calculer: Z Z . .
imoi=k\i)\k

n
2. Calculer: Z k2F en faisant apparaitre une somme double.
k=1
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I. Indications - Solutions

I. Indications - Solutions

Exercice 1 : Justifier d’abord que a®"*! + p?"+1 = g2+l _ (—p)2mHL,

Que se passerait-il si on pouvait factoriser, puis remplacer b par —a?
Exercice 2 :

n
1. PourneN, (1+x)" = o '+ ) "
0 1" Tk

2. (a) Onutilise Bernoulli: " —1=(a— 1)(a"71 +---41). On distingue ensuitelescasa>1,a<leta=1.

x*. On minore la somme par O car x = 0.

(b) Onremplace x = a—1 dans I'inégalité précédente.

Exercice 3 :

1
1. Vk+1-Vk = ———— en utilisant la quantité conjuguée. Comme Vk+1 < Vk, on obtient I'encadrement
Vk+1+Vk
voulu.
1

LA |
2. Avec l'inégalité de gauche on obtient : Z <2vn-2, donc Z ﬁ <2vn-1.Avec I'inégalité de droite on

k+1 k=1

n
1
obtient:2vVn+1-2< ) N
k=1

3. 2vV26-2<8<2v25-1=9.Deplus, 2v26 -2 >2v25—-2 = 8. Donc la partie entiére vaut 8.
1000000

4. On retrouve un encadrement : 2v/'1000001 —2v10000 < — < 2v/1000000 — 2v/9999, et avec la calculatrice,
k=10000
on obtient 1800,001 < S < 1800, 02.
1
Exercice4:Ontr0uvea=1,b=—1.Las0mmevautl—Tl.
n
On écrit 1 %+ ~1 + % La somme aut1 1 1
1 == . V. - .
k(k+1)(k+2) k k+1 k+2 212 (n+1)(n+2)
Exercice5
LY et
k(k D ok-1 kK n
L k _z”: k+ I 1
k_o(k+1)!_k:0(k+l)' k+1D! ~ (n+1)!
n 1 1
3 ]‘[(1——):—
= k n
n 1 " k-1k+1 n+1
4. ]'[(1——):1‘[ =
i k2) 5 k Kk 2n
Exercice 6:
n
L @ Y (k+1)*=S+(n+1)*-1=85+28+n
k=1
nn+1)
(b) S1=
n +1)2n+1 +1))?
2. Z(k+1)3:Sg-,+(n+1)3—1:Sg+352+381+n,doncSZ:W.Deméme,&,z(n(n2 )
k=1
Exercice 8 :
7 +1)2n+1 +1 +1)2n+4
1LY k(k+1) = Zk2+2k_"(" R N ([ DIC )
k=0 k=0 6 2 6
n
2. Y Rk+D)=n(n+1)+n=nn+2)
k=0
n
3. Y @F+ak+n-3)=2""42n(n+ D+ nn+1)-3(n+1)=2""+3n+D(n-1)
k=0
o 3k _ / n+1
4.22yc—_1—8(34) -8
k=0
1eMDyo] 1e tHhi] 1" ¥ sh((n+1)x/2) 1e "F ¥ sh((n+1)x/2 h((n+1)x/2
5. Zch(kx) ¢ +—e :_ezx shiln+ x )+— Zx shi(n+ 1)x/2) ch(nx/Z)M
<o e*—-1 2 e *-1 2 e2 sh(x/2) 2 e 2 sh(x/2) sh(x/2)
six #0.
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I. Indications - Solutions

i( ! )k— 16(1 (1/16)LgJ)+2(1 (1/9)1"2'| en décomposant en pairs/impairs
~ 3+ DF) T 15 3 P P paits

n n+1 n+1
7. Z(—l)kkzgsinpairet— J
=0

si n impair, donc (-1)" {

Exercice 9 : Appliquer la définition des coefficients binomiaux.
x3x--x2n-1)  2n)!

2xax—x@m (T 2k

Exercice 10 : On multiplie la fraction par le produit des pairs de 2 a 2n en haut et en bas:

@n! 1 (2n

2n(pl2 ~ 221
Exercice 11 : Penser a la formule de Pascal pour I'hérédité.

n
Exercice 12: On pose f(x) = ) (Z) xF = (1+ x)" d’apres la formule du bindme de Newton.
k=0

n
1. Endérivant f, f'(1)= ) k(Z) =n2"!
k=0

2. fl=-D= Z( Dk 1k( ) Osin=2,=1sin=1
k=0

() 2rig
3. En primitivant f (attention a la constante!), ) —_—
Sok+1 n+l

n
4. Endérivant 2 fois f: f"(1)= ) k(k- 1)(';), donc Z kz(Z) ="M+ Q) =nn-1)2""2+p2"",
k=0 k=0

n\[n—-k n
Exercice 13 : On pourra vérifier que ( k)(p k) = (p) (Z), puis utiliser la formule du bindbme de Newton pour trouver
2p " .
p
Exercice 14 :
2l 2n+1
L S,= ) ( . )
j=n+1 J
2n+1 2n+1
2.28,=) " =22"*1 donc S, = 2°".
=\ k
Exercice 15:

m+
1.

n
) (Newton).

2. On applique Newton a chacun des deux facteurs, puis on redéveloppe. Pour obtenir une puissance r a la fin, on

. . . . " [m)[ n
prend une puissance k dans le premier facteur et une puissance r — k dans le deuxieme. On trouve Z ( r )( )

)

Exercice 16 :

3 1
1. a) sin®xcos®x= — sin(2x) — — sin(6x)
32 32

1 1 1
b) cos x cos’ 2x) = 5 cos(x) + Z cos(3x) + Z cos(5x).

pi

2 1 3 7
2. f sin® xcos® xdx = — etf cosxcos®(2x)dx = —.
0 12 0 15

Exercice 17 :
1. cos(4x) = 8cos* x—8cos® x + 1. 2. sin(5x) = 16sin® x — 20sin® x + 5sin x.

Exercice 18 :

10 sin (200
Z sin(k0) —sm——z si@¢2n7Z,=0si6€2nZ;
=0 2 sing
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I. Indications - Solutions

n 1201 sin (n+1)0
. Z cos(a+ kf) = cos(a+ —) g si0g2nZ,=(n+1)cosasife2nz;
=0 2 sin 5
(n+1)0 .
& nf sin-—— 1 370 sin
e linéariser cos® (x) pour trouver Z cos?’(kH) = —Cc0S— 0 + —Ccos—
k=0 2 sing 4 2
" (n no 0
e Y | |sin(k6) =2"sin — cos" —;
= \k 2 2

¢ on dérive la précédente;

1 1
« utiliser sin(ka) sin(kf) = Ecos(k(a—ﬁ)) - Ecos(k(a+,6)).
Exercice 19:
1 1 2

L Z (i+j):pn(n+ )+np(p+ ):np(n+p+ )

1<i<n 2 2 2

1=j<p

. .. (m-Dnn+1)

2. Z (l+]) =

1si<j<n 2

somme cherchée).

-1 1

3. Z min(i, j) = M

l=i<jsn 6

12 1

4 Y ming, j=2renrd

1<i,j<n 6
5 Z _ nn+1)(n-1)3n+2)

1si<j<n 24

i

6. ——=n-1

1si<zjsn]_l
7. Y 2 J(’)—

. n+1

O<i<js<n

Exercice 20 :

e

2.i Zi

LAS - Le Raincy

2l

k=0

=) 2

i=0

(k£

i=1

5/5

3(n+1)6

2

360
1n >

. 27
m@QZﬂZUFZ;

(on peut décomposer la somme précédente en somme sur la diagonale plus 2 fois la

. . n .
21(2n—1+1 1= n2n+1 _ Z 21 — n2n+1 _2(211 -D=- 1)2n+1 +2
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