I. Des droites et des plans

Chapitre 9 : Résolution de systemes linéaires

I. Des droites et des plans

I.1. Droites dans le plan

Définition I.1. Soient a, b et ¢ des réels tels que (a, b) # (0,0). Lensemble des points M (x, y) du plan vérifiant ax+by =
¢ est une droite 2.

Léquation ax + by = c est une équation cartésienne de 9.

Remarque I.1. Une droite admet plusieurs équations cartésiennes, mais toutes sont proportionnelles.

Définition L.2. Soit 2 une droite du plan. Un vecteur i est un vecteur directeur de 2 s'il existe deux points distincts
Aet Bsur 2 tels que ii = AB.
Lensemble des points de la droite & est alors {A + tii | t € R}. C’est une représentation paramétrique de la droite 2.

Proposition 1.1. Soient 2, et P, deux droites d'équations respectives ayx+ b1y = c1 et axx+ by y = ¢». Alors, l'ensemble
des solutions de

aix+bry=c
{ arx+by=co
est
o unedroitesi9 =9D»;
o vide si 9 et D, sont paralleles;

e un point si 9, et P, sont sécantes.

Remarque I.2. Dans le premier cas, la solution du systéme fait intervenir un parametre.

I.1.1 Plans dans'espace

Définition I.3. Un plan de’espace est un ensemble de points dont les coordonnées vérifient une équation cartésienne
dutype ax+ by +cz=d, avec (a, b, c) # (0,0,0).
Un vecteur normal a un plan est un vecteur qui est orthogonal a tous les vecteurs du plan.

Proposition 1.2, Soient 2 et ' deux plans d’équations ax+by+cz=d eta'x+b'y+c' = d'. Lensemble des solutions
du systeme

ax+by+cz=d
{a'x+b’y+c’z= d
est
o unplansi®=%';
o vide si P et P sont paralleles;

e unedroite sinon.

Remarques I.3. o Dans le premier cas, on obtient des solutions dépendant de deux parametres et dans le troisiéme,
un seul parametre intervient.

¢ Lorsqu’on rajoute un troisiéme plan, on a une nouvelle possibilité : celle d’obtenir un seul point.
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II. Systéemes linéaires

II. Systemes linéaires

Onnote K =RouC.

I1.1. Définitions

Définition II.1. On appelle systéme linéaire de n équations a p inconnues xi,xz,..., X, la donnée de n équations
ayant les mémes p inconnues :

ajixitaipxXe+...tapxy = b

ar1X1 +a2,2x2+...+a2'pxp = bz
S .

An1 X1+ p2Xo +...+AppXp = by

Les nombres a; ; € K et b; € K sont appelés les coefficients du systeme.
Le systeme est dit homogeéne si by = by =... = b, =0.
On dit qu'un systéeme est compatible s’il admet au moins une solution. Sinon, on dit qu’il est incompatible.

I1.2. Systemes échelonnés

Définition I1.2. Un systeme est dit échelonné si le nombre de coefficients nuls qui commencent une ligne croit stric-

tement de ligne en ligne.
Le premier coefficient non nul de chaque ligne est appelé pivot. L'inconnue correspondante est une inconnue princi-

pale. Les autres inconnues sont des parametres.

Remarque II.1. Un systeme échelonné est facile a résoudre :
« soitil yaune équation du type 0 = b avec b # 0 et le systeme est incompatible;

« soit on exprime les inconnues principales en fonction des parameétres.

I1.3. Opérations élémentaires et pivot de Gauss-Jordan

Définition I1.3. On appelle opérations élémentaires sur le systéme :

e I'échange de deuxlignes: L; < L; (Permutation)
¢ la multiplication d’une ligne par un scalaire A e K nonnul: L; — AL; (Dilatation)
e leremplacementde L; par L; + ALj: L; < L; + AL; (Transvection)

Deux systemes sont dits équivalents si on passe de I'un a I'autre en utilisant des opérations élémentaires.

Théoréeme II.1

Deux systémes équivalents ont les mémes solutions.

Pour résoudre un systeme, on utilise I’algorithme du pivot de Gauss décrit dans la fiche pour se ramener a un systeme
échelonné.
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