Calculs de primitives - Exercices

Exercice 1. Déterminer une primitive pour chacune des fonctions suivantes, en précisant leurs ensembles de définition :

1. fi(x)=6x*+8x+3 9. fox)=ae™’* 15. fis(x) = arCSin(JZC)
2. f2(x) = 5612)(,'6 10. flO(x) — xe—(x2+1) vV1—-x
3. sx)=x(x+a)(x+Db) e* sh(x)
_ 16. (x)=
4. fa(x)=v2ax 1. fux)= ¥ —1 fis vch(x)
5. f5(x) 4 ex sin(x)
: 5 = = _X =
g;fg 12. fio(x) = 2 17. fiz(x) T+ cost)
6. fo(0) = 2x+1 13. fi3(x) = cos =X sin(x)
X \/z 18. le(x) =T o
7. fr1(x) = 1+ cos=(x)
vx;+1 14. fia(x) = tia (a € R*), E3A PC 1n2(x+2)
8. fa(x)= 22243 2020 19. fig(x) = T

Exercice 2. Déterminer les primitives de :

1. x+— cos(x)sin(x) | 2. x—sin®x | 3. x— cos®(x) 4. x— tan(x)

3

Exercice 3. 1. Déterminer les primitives de x — e°* cos(2x).

2. Proposer une autre méthode pour trouver ces primitives.

Exercice 4. Soit f la fonction définie sur R par f(#) = (2¢+1)e”’. On cherche une primitive F de f sous la forme F(¢) =
t

(at+b)e ".
1. Dériver F puis en déduire une primitive de f(f) = (2¢t+1)e’.
1
2. Calculerf t+1)e tdr.
0

3. Proposer une autre méthode pour déterminer une primitive de f.

Exercice 5. Déterminer une primitive de chacune des fonctions :

1 2 1
Lox—— 3. x_)_x+x 5. X ————
x-—4 1+ x2 X< —-5x+6

1-x 1 1
2. X— 4, X—> ——mmm— 6. x> ———mmm—
1+ x2 x2+2x+5 2x2—4x+2

Exercice 6. Déterminer les expressions de :

1. x»—»f tin(t)dt 3. x'—>f (t—1)sin(s)dt 5. x-—»f In(t)dt

X X
2. x—»f tarctan(f)dt 4, x—»/ (t+1)ch(ndr

Exercice 7. Déterminer les primitives suivantes a 'aide d'un changement de variable :

fx dr x g2t x dr )
1. _— 3. f dr 5. f - , U =cos(t
Vi+ \/?3 el +1 sin(t)
X In(r x R 4
2. f —(;dt 4. f de 6. 14:f ——dt,u=V1+t.
t+tIn“ (1) el+1 V1i+t
Exercice 8. Calculer les intégrales suivantes :
1 L z
1. II:f e*dx 4, I4=f |x“ — x|dx 7. I7=f tan(f)dt
0 -1 0
z 2 z @+i)t ¢ Inx
2. Ig=f cos?(1)dt 5. Is=| e idy 8. Ing Inx .
0 0 e X
1 ¢ dx 1
3. Ing (it+t3)de 6. Igz[ 9. Ing re” dr
-1 e XxInx 0
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1 I 4x+2 1 dx
10. Il():f 5%dx 12. 112 = f —d 14. 114=f
0 0 0

X - .
(x2+x+3)3 ix+1
2 dx ™ dx
. In=| 5w—F/——= 13. I13= —_—
1 X*+5x+6 0 Cosx+isinx

x+2 _a
x2-3x+2 x-1

b
Exercice 9. 1. Trouver deux réels a et b tels que pour tous x ¢ {1,2}, + 2 puis déterminer une
x p—

L. x+2
primitive de x — ————.
xc—-3x+2
3 . 1 a b c . x dx
2. Déterminer a, b, c € R telsque ———— = — + —— + —— puis calculer x — _
x(x+1Dx+2) x x+1 x+2 x(x+1)(x+2)

. . 2x a bx c . x 2x
3. Déterminer a, b, c € R tels que = + + puis calculer x — ———dx.
(x+Dx2+1D x+1 x2+1 x2+1 x+Dx2+1)

1
Exercice 10. Pour tout n €N, on pose J,, = f (1-rH)"dt.
0

1. En utilisant une IPP, trouver une relation entre J, et J,41.
2. Déterminer I'expression de J,, en fonction de n.

. n (-DF (n
3. En déduire la valeur de ) .
co2k+1\k

e
Exercice 11. Pour tout n € N, on pose [, = f x(Inx)"dx.
1

1. Déterminer une relation de récurrence entre I, et I, pour tout n = 1.
2. Démontrer que la suite (I;,) est décroissante.

o . . ., € e?
3. Déduire des deux questions précédentes que pour tout n e N™, <Iy< .
n+3 n+2
4. En déduire que (I,,) et (nl,) convergent et déterminer leurs limites.
Exercice 12. Calculer les intégrales suivantes :
2 1 z
1. f (lnx)zdx 5. f arctan(x)dx 9. f (sin t)z(cos t)3dt
1 0 0
1 e* 1 %
2. f dx 6. f x*V1-x2dx 10. f dx
0 ver+l 0 0 cos(x)
2 dr g 1
3. f — 7. f e* cos(x)dx 11. f In(1 + A)dt
1 t+tIn“(¢¥) 01 )
z 2 . e”
4. fz x%sin(x)dx 8. f ,arcsin(x)dx 12. f sin(In(#))dt.
0 ~2 1

Exercice 13. Soient u, v et f trois fonctions de R dans R telle que f est continue. On note F une primitive de f. Soit G

définie sur R par :
v(x)

Gx) = fnde

u(x)
1. Exprimez G en fonction de F, de u et de v.
2. Montrez que si u et v sont dérivables alors G est dérivable et donnez sa dérivée.
sin? (x)

cos?(x)
3. Application : étudier la fonction h: x — f arccos(vV)dt +/ arcsin(v1)dr.
0 0

7 cos(p) dre f’z’ sin(t)
0

/4
———————dtenposant u=——t.
cos(t) +sin(¢) 2

Exercice 14. 1. Montrer que f -
o cos(t)+sin(?)

3 t
2. En déduire que:f2 Lthzz.
o cos(t)+sin(?) 4
f’)Ed’d'lld[1 dt
. En déduire la valeur de _.
0 V1-r2+t

Exercice 15. Soit f une fonction continue de [0, 1] dans R.

T T
1. Montrer que:f tf(sin(1)dt = gf fsin(g)dz.
0 0

/1 t 1
2. En déduire la valeur de : f L(t)
o 1+cos?(p)
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I. Indications - Solutions

Exercice 1 :

I. Indications - Solutions

1. Fi(x)=2x+4x>+3x+C . Fg(x):iln(2x2+3)+C
2. =% 4740 a
PreE T 9. Fg(x):—Ee_bx+C
3 E _x4 (a+b)x® abx? c
S S R R O e LR
4 Fa(x) = v2axx+C 11. Fy (0 =Ine*~1]+C
5. F5(x) =—alnla—x|+C .
6. Fo(x)=x+In[2x+1/+C 12. Fip(x) = —ex+C
B
7. B0 =V +1+C 13. F13(x)=\/§smE+C
Exercice 2 :

* . 1.,
l.f cos(t)sm(t)dtzgsm M+C

X 1 2
2.[ sinz(t)dtzg—sm( *)

X . 3 3 . . 3
3. [ cos?(1)dt = sin(x) - 31n3(x) _ s12(x) N s1nl(2x) L C

X
4. f tan(#)dt =In|cos(x)| + C.

Exercice 3 :

X
1. f el cos2rdr = e3*

13

2. On applique deux IPP successives.

Exercice 4 :

1. F()=(—at—-b+a)e},

3cos(2x) +2sin(2x)

donca=-2et-b+a=1etb=-3.

1
2. f @r+1)e 'dt=FQ1)-F(0)=-5e" ' -3.
0

3. On fait une IPP.

Exercice 5 :

o1 1
1. [ 7 ——dt=-1n
-4 4
f 1-
1+

T+

N

1

4[ _
2 +2t+5

t=In
ftZ 5t+6

) e —
202 —41+2

o

Exercice 6 :

x2

X
1. tIn(t)dt = ——
f n(r) 2 +

X
2. f tarctan(z)dt =

x—2
+2

dt arctan(x) ——ln(1+x )

(x+1)
—arctan| ——
2 2

—ln(1+x )

x—3
x—2
1
2x-1)°
x*In(x)
2
x%arctan(x) arctan(x) x

2 2

2

X
3. f (t—1)sin()dt = —(x — 1) cos(x) + sin(x)

X
4. f (t+1ch(p)dt = (x+1)sh(x) —ch(x)
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14.

15.

16.
17.
18.

19.

1

Fu(x) = 3 Inx? + a?) -

X
zarctan( ) +C

arcsin?(x)
Fi5(x) = ——/——+

2

Fi6(x) =2v/ch(x)+C
Fi7(x) =—In|1 +cos(x)|+C
Fig(x) = —arctan(cos(x)) + C

1
Fio(x) =§1n3(x+2)+C
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I. Indications - Solutions

X
5. f In(0)dt = xIn(x) — x
Exercice 7 :

x dt
1. [ ———— =2arctan(V'x) avec u = Vi
VIi+Vt

X
2. f %dt: %ln(1+ln2(x)) avec u = In(z)

X 2t
3. f —dt = e*—In(1+e*) avecu=e*
el +1

el +1
X odt 1
5. f - =—In
sin(f) 2

6

X dt
4. f =x—In(e*+1) avec u = e’

cos(x)—1
cos(x)+1

2
t=§\/1+x3—2\/1+x.

I fx L 4

. Ip = fp—
Vi+t

Exercice 8:

1 t
e 1

1. Ilzf efdx=—-=.
0 t t

1+ cos(2t)

2 T
2. On linéarise cos?(f) = . I =f2 cos?(dt = 1
0

1 2
3. Ing (it+H)de==.
- 3

1
4. On coupe I'ntégrale suivant le signe de X - x. I, = f |x% - x|dx = 1.
-1

3 . e"(1+20)—2+1i
A LB
0 5
/ 2

u € X
6. Onreconnait — avec u = In(x). Ig :f —— =In2.
u e xlnx

g

7 In2
7. I7=f tan(p)dt = —.
0 2

3
8. Onreconnait #'u, avec u =Inx. Iy = 3"

1 e—1
9. Onreconnait Eu'e” avec u = t°. Ig= 5

4
10. Ijp= E
1 1

11. On factorise : x> +5x+6 = (x+2)(x + 3), puis on écrit = -
x24+5x+6 x+2 x+3

. Ill = 11’1(16/15)

2u 16
12. Onreconnait —-. [ = —.
us 225

13. Liz3=-2i.

o 1 1
14. On écrit -

. i Icule I'intégrale de 1 tie réelle et celle de 1 tie i inaire. I
= —i uis on calcule 'intégrale de la partie réelle et celle de la partie imaginaire. I;4 =
ix+1 1+x2 1+x2p & P p & 14

7 .In2
- —i—.
4 2
Exercice 9:
x+2 -3 4 e (x-2)*
-3 = + puis une primitive est x — In 3|
xc-3x+2 x-1 x-2 (x-1)
1 1 [* dx In(|x|) +In(jx+2
2. a:—,h:—letc:—.f = (x1) ( |)—ln(|x+1|)+C.
2 2 x(x+1(x+2) 2

* 2x 1 2
3.a=-1,b=1letc=1. ——————dx=In(lx+ 1)) + =In(J]x* + 1]) + arctanx + C.
x+D(x2+1) 2

Exercice 10:
1. On dérive (1 —t*)" eton integre 1. On trouve (2n+3)J,+1 = 2n+2)J,.
noo2k  22"(n)?

2. On montre par récurrence que = = —.
P aue Jn ,Ele+l @2n+1)!
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I. Indications - Solutions

_Vl n k 12](: _n (—l)k n
3. ]”_Z(k)( 1) fo r dt—22k+1 I

k=0 k=0
Exercice 11:
L n N e n
1. On dérive (Inx)" et on primitive x. On trouve I, = 5" EI n—1-

e
2. In—-1I,4 =f x(lnx)”_l(ln(x)—l)dxpour n=1.0rln(x)-1< Oetx(lnx)”_1 >0 surl’intervalle [1,e]. Donc I,,—I;,_; <

0.
3. I, =1 donc nI > nI et] <e2 nI ce qui donne I, < ¢’ De méme, I _e2 n+11 donc
cAp =Ip-, 5 n= 2nfl n=s5 o q ns o rn+1—2 5w
I >e2 n+lI id I >
>—-——1I,,cequidonne I,, = ——.
n=n T Ty meed "= T3

4. Théoreme d’'encadrement : lim I, =0 etlimnI, = e’.

Exercice 12:

2
1. On fait 2 IPP en primitivant 1 et en dérivant (In x)? puis In x. On trouve f (Inx)?>dx =2In(2)? —4In(2) + 2.
1

u' 1 ¥
2. Onreconnait—avecuzex+1.f dx=2ve+1-2v2.
Vu 0 veX+1

dz

———— =arctan(In(2)).
t+ tIn“(2)

2
3. On fait le changement de variable © = In . On trouve f
1

g

2
4. On fait deux IPP en dérivant x> puis x. On trouve f x?sin(x)dx =7 - 2.
0

. L. C 1 In2 =
5. On fait une IPP en dérivant arctan et on primitive 1. On trouve arctan(x)dx = > + 1
0

1
7
6. On fait le changement de variable x = sin ¢ puis on linéarise. On trouve f ¥*V1-x2dx = TS
0

n e’ +1
7. On applique la méthode du cours, ou bien on fait deux IPP. On trouve f e*cos(x)dx =— 5
0

—

2
8. On fait une IPP en dérivant arcsin(x) et en primitivant 1, ou bien on fait u = —x. On trouve f 1 arcsin(x)dx = 0.
2
3 2
2
9. Soit on linéarise, soit on pose u = sin ¢. On trouve f sin?(1) cos®(r)dt = IR
0

s

pa 1 pa s s
10. f4 dxzf4 cosz(x) dx=f4 L(?dx. On pose u = sin(x) et on trouvef4 L(Zx)dxzf
0 cos(x) 0 cos=(x) o 1-sin“(x) o 1-sin“(x) 0

V2
2

1-u?
pis

T 1
puis on décompose en éléments simples. On trouve f

dx=1In(1+V2).
0o cos(x)

1
T
11. On fait une IPP en dérivant In(1 + t2) et en primitivant 1. On trouve f In(1+ tz)dt =In@2)-2+ 7
0

e’ e”+1
12. On fait deux IPP en dérivant sin(In(#)) puis cos(In(#)) et en primitivant 1. On trouve f sin(In(#))dt =
1

Exercice 13:
1. G(x) = F(v(x)) — F(u(x)).
2. Parle TFA, F est de classe €. Par composition, G est dérivable et G' = v’ x fov—u'x fou.

3. Les fonctions ¢ — arccos(v'1), t — arcsin(v/#) sont continues sur [0, 1]. Les fonctions x — cos® (x) et x— sin? (x) sont
dérivables sur R a valeurs dans [0, 1]. Donc & est bien définie et dérivable sur R. De plus, K (x) = —2sin(x) cos(x) arccos |cos(x) |+
2sin(x) cos(x) arcsin|sin(x)|. La fonction est m-périodique. Sur [0,77/2], on trouve h'(x) =0, sur [n/2,7], K (x) = 0.

1
7T
Donc h est constante et vaut h(x) = h(0) = [ arccos(vV)d = 1 en faisant le changement de variable ¢ = cos®(u)
0
puis une IPP.
Exercice 14 :

1. C’estimmédiat.

2. Onposelzijm,dtetjzf Lm_dt.OnaIz]etI+]=z.
o cos(t)+sin(?) o cos(t)+sin(t) 2

ISE
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I. Indications - Solutions

7
3. On fait le changement de variable u = sin(#). On trouve donc T

Exercice 15:
1. On faitle changement de variable u = —¢.
T tsin(t) d= f” tsin(t) d= b/ f” sin(t) q 2
0o 2 0

t = — en posant u = cos(t).
1+ cos?(1) 4 P

2. On trouve/ —
—sin®(f) 2

o 14 cos?(1)
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