I. Logique

Ensembles, logique et rédaction - Exercices

I. Logique

Exercice I.1. On consideére A: « m et n sont deux entiers pairs » et B : « m + n est un entier pair ».
A-t-onVm,neN,A=B?Vm,neN,B= A?Vm,neN, A < B?]Justifier.

Exercice I.2. Soit f une fonction définie sur un intervalle I et & valeurs dans R. Ecrire avec des quantificateurs les asser-
tions suivantes puis leur négation.

La fonction f n’est pas la fonction nulle. 5. Tout réel admet un antécédent par f.

La fonction f ne s’annule jamais. .
. y 6. 0estle seul antécédent de O par f.
La fonction f est majorée par 5.

Lol

La fonction f est bornée. 7. Lafonction f est ni croissante ni décroissante sur I.

Exercice 1.3. 1. Montrer que pour tout n €N, n*—3n+2est pair.

2. Montrer que pour tout n € N, 3 divise 1 — n.

Exercice I.4. Soit a,b € R.
1. Montrer que: (Ve>0,lal<¢)=> a=0.
2. Montrer que: (Ve>0,a<b+¢e)=>a<bh.

3. Montrerque:a<b < (AceR|a<c<b).
Exercice I.5. Soit z € C. Montrer par 'absurde quel’'ona:|z+1|=1oulz—-1|=1.

Exercice L.6. 1. Montrer que toute fonction de R dans R s’écrit de fagon unique comme la somme d’une fonction paire
et d'une fonction impaire.
2. Montrer que toute fonction de R dans R s’écrit de fagcon unique comme la somme d’une fonction constante et d'une
fonction qui s’annule en 0.
Exercice 1.7. 1. Déterminer les fonctions f: R — R telles que : V(x, y) € R?, ffy-fxy)=x+y.
2. Déterminer les fonctions f: R — R telle que : V(x, y) € R, f(x+ ) = f(x) + y.

Exercice L.8. « Bonjour mon capitaine, je voudrais connaitre 1’dge de vos trois enfants.
o Hardi moussaillon, le produit de leurs ages est 36!
e Mais il me faudrait une information supplémentaire!
 Sacrebleu, la somme de leurs ages est égale au nombre de marins de mon équipage!

» Bon, je vais aller les compter

* Mon capitaine, il me faudrait en savoir plus pour conclure.

» Corne de saperlipopette! Le plus jeune de mes enfants ne sait pas nager!
Quel estI'age des enfants du capitaine?

II. Ensembles

ExerciceIl.1. 1. Déterminer le complémentaire dans R de [1,2][.
2. Dans R?, dessiner 'ensemble {(x, y) € R? | x < 2 et y < 3}. Déterminer son complémentaire.
3. Onpose A={(x,y) € R? [2x+3y=1}et B={(3t-1,-2t+1),t € R}. Montrer que A = B.

Exercice I1.2. 1. Montrer que {xeR| Ve >0,x < €} =] —00,0].
2. Soit a < b deux réels. Montrer que [a, b] = {ta+ (1—-t)b, avec t € [0,1]}.

Exercice II.3. On définit les ensembles :
E={0,1}, F={xeC|IneN,x"=x} et G={xeC|VneN,x"=x}.

1. Ecrire en toutes lettres les définitions des ensembles F et G.
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II. Ensembles

2. Montrer que Ec F.

3. Montrer que I'un des ensemble F ou G est inclus dans 'autre.
4. E est-ilinclus dans G?
5

. Déterminer I'’ensemble G en extension.

Exercice I1.4. 1. Soit E = {e} un singleton. Déterminer &?(E) puis 2 (Z(E)).
2. Soit E ={a, b, c}. Déterminer % (E).
3. Déterminer 22(@), puis 2 (22 ()).
4. Soit E ={1,2,3}. Déterminer (E x E) \ {(x,x) | x € E}.

Exercice IL.5. Soit E = [1,4]. Soient A = {(i, j) € E* | i < j}, B=1{(i,j) € E* | i = j} et C = {(i,j) € E* | i > j}. Montrer que
(A, B, C) forme une partition de EZ.

Exercice I1.6. Ecrire sous forme d’un intervalle en justifiant les ensembles :

1
0, —
n

1. A= JI0,n] ‘ 2 B=

neN neN*

1
0,1+—
n

‘ 3.c=U

neN*

1
0,1-— 4, D=
n] ‘ M

neN*

Exercice I1.7. Soit E un ensemble. Montrer par contraposée que :
1. VA, BEZ(E), (AnB=AUB) > A=B.
2. VA,B,CeP(E), (AnB=AnCetAuB=AuUC) = B=C.

Exercice II.8. Soit E un ensemble et A, B, C trois parties de E. Montrer que :
1. Ac B= AuC c BuUC.Etudier la réciproque.
2. AcB= AnC c BnC.FEtudier la réciproque.
3. AuBnC)=(AuB)Nn(AuUQ).
4. AcB < AnB=g¢.
Exercice IL.9. Soient A, B et C trois parties d'un ensemble E telles que E = Au Bu C. Soit D € & (E) vérifiant: AnD c B,

BnDcCetCnDcA.
Montrerque Dc AnBnNC.

Exercice II.10. Soit E un ensemble. Soient A et B deux parties de E. On définit la différence symétrique de A et B par :
AAB=(AUB)\(ANB).

1. Montrer que AAB = (A\ B) U (B\ A) et faire un dessin.

2. On suppose que AAB = An B. Montrer que A=B = @.

3. Soit C € Z(E). Montrer que AAB = AAC < B=C.

4. Résoudre I'équation AAX = ¢ d’'inconnue X € Z(E).

ExerciceIl.11. Soient A et B deux parties d'un ensemble E. Résoudre I'équation : AU X = B d’'inconnue X € 2 (E).
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II. Ensembles

Indications - Solutions

Exercice I.1 : Vm,n € N, A = B est vraie : soient m, n € N. On suppose que m et n sont pairs. Il existe k,! € N tels que
m=2ketn=2I.Alors m+n=2(k+1), donc m+ n est un entier.

Les deux autres sont fausses : en prenant m =3 et n =1, on a B vraie, mais A fausse.

Exercice.2:

1. Lafonction f n'est pas la fonction nulle: 3x € I'| f(x) # 0, négation: Vxe€ I, f(x) = 0.

La fonction f ne s’annule jamais: Vx € I, f(x) # 0, négation: 3xe I | f(x) =0.

La fonction f est majorée par5: Vxe€ I, f(x) <5, négation: 3xe I | f(x) > 5.

La fonction f estbornée: IM eR | Vx e I,|f(x)| = M, négation: VM eR,Ixe I ||f(x)| > M.

Tout réel admet un antécédentpar f:VyeR,3Ixe | f(x) = y,négation: JyeR|Vxe I, f(x) #y.

I

O estle seul antécédentde O par f:Vxe I, f(x) =0= x =0, négation: Ixe | f(x)=0et x #0.
7. Lafonction f est ni croissante ni décroissantesur I : 3x,yeI|x<yet f(x)> f(y)etIz, tel|z<tet f(2) < f(1).
Exercice.3:
1. Soit n € N. On raisonne par disjonction de cas :
* si n est pair, alors il existe k € N tel que n = 2k. Donc n?—3n+2=4k*-6k+2=202k*-3k+1) qui est bien un
nombre pair;
« si 1 est impair, alors il existe k € N tel que n =2k +1. Donc n? —3n+2 = 4k® +4k+1-6k—3+2 =2Q2k* - k)
qui est aussi un nombre pair.
Dans les deux cas, n% —3n + 2 est pair.
2. Soit n € N. On raisonne par disjonction de cas suivant le reste de la division euclidienne de n par 3.
e sin =3k pour un certain k € N, alors n*-n=309k*-k qui est bien divisible par 3;
e sin=3k+1pourun certain k € N, alors 1 —n = 27k% +27k® + 9k + 1 -3k —1 = 3(9k> + 9k + 2k) qui est divisible
par 3;
e sin=3k+2, onaencore pareil.

3

Dans tous les cas, n” — n est divisible par 3.

Exercice 1.4 :

lal

a
1. On raisonne par contraposée : supposons que a # 0. Alors |a| > 0 et |2—| > 0. De plus, |a| > > : il existe donc € > 0
tel que |a| > €. Par contraposée, (Ve >0,|al <€)= a=0.

. . a-b a-b oo
2. On raisonne par la contraposée : supposons que a > b. Alors b + 5 <aet 5 > 0, donc il existe € > 0 tel que
a < b+¢. Par contraposée, (Ve >0,a<b+¢)=>a<b.
3. Onraisonne par double implication :

¢ < :supposons qu’il existe ce Ravec a < c< b.Alors,onaa<b.Onadonc (3ceR|a<c<b)=>a<b.

a+b
e = :supposons que a < b. On pose ¢ = — Comme a< b, alors2a<a+b<2b,donca<c<b.

Exercice .5 : Soit z € C. Supposons par 'absurde que [z+ 1| <1let|z—1|<1.Alors 2| =|1+z+1—-z|<|z+1|+]|z—-1| < 2.
On a une contradiction.

Exercice 1.6 : Soit f:R— R.

Analyse : supposons que f s’écrit f = g+ h avec g paire et h impaire. Alors pour tout x € R, f(—x) = g(x) — h(x), donc
f)+ f(=x)=2g(x) et f(x)— f(—x) =2h(x).
fO+fED 0o = Jx) - f(=x)

Synthése : Posons g(x) = 5

. On vérifie que g est paire, h impaire et f = g+ h.On a
unicité d’apres I'analyse.
Exercice 1.7 :

1. Analyse: si f convient, alors pour x=y=0,0na f(O)2 — f(0) =0, donc soit f(0) =0, soit f(0) = 1. Dans le deuxiéme
cas, en prenant y = 0 et x quelconque : f(x) = x+ 1. Dans le premier cas, si y =0 et x =1, on trouve 0 = 1, ce qui est
faux.

Synthese : soit f(x) = x+ 1. On vérifie que pour x,y € R, (x+1)(y+ 1) — (xy + 1) = x+ y, donc f convient, et c’est la
seule fonction solution.

2. Analyse : si f convient, alors pour x = 0, on trouve f(y) = f(0) + y. La fonction f est donc affine de coefficient
directeur 1.
Synthese : Soit f(x) = x+ b. Soit (x,y) e R?. f(x+y)=x+y+b=(x+b)+y= f(x)+y. Donc f est bien solution du
probleme.
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II. Ensembles

Exercice 1.8 : Commencer par écrire la liste des ages possibles dont le produit fait 36 par ordre croissant. D’autre part,
si le marin ne parvient pas a trouver les ages avec les deux premieéres informations, c’est qu’elle ne permettent pas de
départager deux possibilités de la liste...

Exercice II.1:

1. 1,2[={xeR|x=1etx<2},donc[l,2[={xeR|x<1loux=2}=]—o00,1[U[2,+00].

2. Son complémentaire est {(x, y) € R? |[x=2ouy>3}.

3. On procede par double inclusion.
e D:soit(x,y) € B.Alors, il existe t e Rtel que x =3f—1 et y = —2¢+1. On obtient alors 2x+3y =1, donc (x, y) € A.
—2x+1  —6t+2+1
3 3

e C:soit (x,y) € A.On pose t = (x+1)/3, de sorte que x =3t —1. Puis, y = =-2t+1.Donc
(x,y) € B.
Exercice I1.2:
1. Onraisonne par double inclusion :

e D:s0it y €] —00,0]. Prenons € > 0. Alors y <0< e. Donc Ve >0, y<e. Ainsi, ye {xeR | Ve>0,x < €}.

e C:soitye{xeR|Ve>0,x < ¢g}. Supposons par I'absurde que y > 0. Alors y > % > 0, donc il existe € > 0 avec

y = € : c'estimpossible par hypothése. Donc y <0 et y €] — oo, 0].
Par double inclusion: {x e R | Ve > 0,x < €} =] —00,0].

2. Onraisonne par double inclusion :

-b
e c:soit c€[a,b]. On cherche t telquec=ta+(1-t)b.Onadoncc-b=t(a-b)ett= ¢ 5 (car a # b). On
a—
-b b—
pose donc t = C—. On aalors ¢ = ta+ (1 - 1)b. Il reste a vérifier que ¢ € [0,1]. Or, ¢ = b C. Comme b—-c=0
-a

a_
etb—a>0,onabient=0etcommec=a,b—-c<b-a,doncr=<1.

e D :soit ¢ = ta+ (1 - f)b pour un certain ¢ € [0,1]. Comme a< bett=0, ta< tbh,doncc<tb+(1—-t)b=0>b.
D’autre part,1-t=0,donc (1-t)a< (1-t)b,donc ta+ (1—-t)a<c.Onabien c€ [a, b].

Par double inclusion, [a, b] = {ta+ (1 — t)b, avec t € [0, 1]}.
Exercice I1.3:

1. Festl’ensemble des complexes x tels qu'il existe un entier n avec x” = x. G est 'ensemble des complexes x tels que
pour tout entier naturel n, x" = x.

On remarque que 0' =0, donc0€ Fet1' =1,donc 1€ F. Donc ECF.
Montrons que G c F. Soit x € G. Alors pour tout 7 € N, x” = x. En particulier, x' = x. Donc x€ F.D’ott GC F.
Non car 0° #0, donc 0 ¢ G.

5. Soit x € G. On a en particulier, = x, donc x = 1. Donc G = {1}.

- W

Exercice I1.4 :
1. 2(E) ={@,{el}, P(P(E)) = {@,{8}, {{el}, {8, {e}}}.
2. P(E)=1{®,E,{a}, b}, {c},{a, b}, {a,c},{b,c}}.
3. P(@) ={p} et 2(P (D)) = {9, {D}}.
4. (ExE)\{(x,x) | x€ E}=1{(1,2),(1,3),(2,3),(2,1),(3,2),(3, D}.

Exercice I1.5 : Soit (i, j) € E*. Alors on asoit i < j et (i, j) € A, soiti = j et (i, j) € B, soit i > j et (i, j) € C. Donc E = AUBUC.
Deplus, AnB=¢=AnC=BnC.
Exercice I1.6 : On raisonne a chaque fois par double inclusion : A= [0, +oo[, B=[0,1], C =[0,1], D =]0, 1]. Exercice I.7 :
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II. Ensembles

1. Soit A, B € Z(E). Supposons que A # B et montrons que AN B # AU B. Comme A # B, on adeux cas:
e soitxe Aavecx¢ B.Alors x€e AUB, maisx¢ AN B;
e soitxe Bavecx¢ A. Alors x€e AUB, mais x¢ An B.
Dansles deux cas, AUB # AnB.

2. Soit A, B,C € Z(E). Supposons que B # C et montrons que AnNB# AnCou AUB # AUC.Comme B # C, on a deux
cas:

e soitxeBetxgC.Alors,sixe A, xe AnNBetxg AnC.Sinon, x¢ Adoncxe AUBetx¢g AuC.
 soit x € C et x ¢ B. On raisonne de méme qu’avant.
Danstouslescas, AUB#Z AuUCouAnB#AnC.
Exercice I1.8:
1. Supposons que Ac B.Soitxe€ AUC.Six€ A,alorsxe BcBUC,etsixeC,alorsxe BUC.Donc AuCc BUC.Si
onprend B=¢, A=C=E,alors AUC=EcBuUC=E, mais AZ B.
2. Supposons que A c B. Soit x € AnC. Comme x € A,ona x € B, donc xe BNnC. Ainsi AnC c BN C. Si on prend
B=C=¢,A=E,alors ANC=¢cBnNnC=¢, mais AZ B.

3. Soit xe AUBNC).Sixe A alorsxe AUBetxe AUC.Sixe BnC,alorsxe Bc AuBetxe Cc AuC. Donc
AUBNC)c(AuB)N(AuUQ).
Soitxe (AUuB)N(AUC).Alors x€ AuB,doncsi x€ A, alors xe Au(BnC). Sinon, x € B, et comme x€ AUC,on a
aussixe C.Donc xe BNC. Ainsi (AUB)N(AuC)c Au(BnO).

4. Supposons que A CE. Soit x € A, alors x € B, dgnc x & B. Soit x € B, alors x ¢ B, donc x ¢ A. Ainsi, AN B = @.
Supposons que AN B = @. Soit x € A, alors x ¢ B, donc x€ B.D’olt AcB.

Exercice I1.9 : Soit x € D. Comme E = AUBUC, on a trois cas suivant si x est dans A, Bou C. Si x € A, alors x € AnD, donc
x€B,puisxe BnD,donc xe C.D’ouxe AnBnC.Onraisonne de méme si x € B, ousi xe C.
Exercice I1.10 :

1. Soit x€ AAB.Alors x€e AUBmaisx¢ AnB.Onadeuxcas:sixe A, alorsx¢ B,doncxe A\B.Sixe B,alorsx¢ A
etx€ B\ A.Donc AABc (A\B)U(B\ A).
Soit x € (A\B)U(B\ A). Soit x € A\B etalors x € AUB mais x¢ AnB.Demémesix e B\A. Donc (A\B)U(B\A) c AAB.

2. Par définition, (AAB)N (AN B) = @. Donc (AAB)N(AAB) = ¢ par hypothése. Donc AAB=@ = AnB.D’ot AUB =9,
etA=B=9.

3. SiB=C,onabien AAB = AAC. Réciproquement, supposons que AAB = AAC. Soit x € B. On a soit x € A, soit x € A.
Dans le premier cas, x € AAC, donc x € C. Dans le deuxiéme cas, x ¢ AAC, mais x € AUC, donc x € An C. Ainsi,
B c C. On procede de méme pour C c B.

4. Onremarque que AAA = @. D’apres la question précédente, X = A est la seule solution.

Exercice II.11 : On remarque déja que pour tout X € Z(E), Ac Au X. Ainsi, si A ¢ B, 1’équation n’a pas de solution.
Supposons que A < B. Si X est une solution, alors X < B. De plus, si x € B\ A, alors x € X. Donc B\ Ac X c B.
Réciproquement, soit X € 22(B) telleque B\ Ac X. Alors B= AU(B\A)c AuUXcB,donc B=AuUX.
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