Parties de R - Exercices

Exercice 1. 1. Montrer que si a et b sont deux nombres rationnels avec b # 0, alors a + bV2 est irrationnel.
In2 . .
2. Montrer que n3 estirrationnel.
n
3. Montrer que V2 + V3 est irrationnel.
Exercice 2. Lensemble R\ Q est-il stable par somme? par produit?

Exercice 3. Déterminer si elles existent, la borne inférieure et la borne supérieure des ensembles suivants :

1. Ai={1l+n,neN} 5. A5={ 2n ,nel\l}
1 1

2. AZ:{1+—,neN*} 2
n 6. Ag ={2sin(x) +cos(y) +1,(x,y) e R*}

1
_ _1\" _ *
3. A3—{( 1) +nrn€N} 7 A7:{___v(m’n)€(z*)2}
4 a={1+ T nen 2
- Ag=ql+r——ne 8. Ag={5sin(x)—e’+3,(x,y) e R*}

Exercice 4. 1. Soit A une partie non vide et majorée de R telle que sup(A) > 0. Montrer qu'il existe un élément de A
strictement positif.

2. Soient A et B deux parties non vides et bornées de R telles que A < B. Montrer que sup(A) < sup(B) etinf(B) < inf(A).

3. Soient A et B deux parties non vides et majorées de R. On note A+ B = {x+ y,x € A,y € B}. Montrer que A+ B est
majorée et que sup(A+ B) = sup(A) +sup(B).

4. Soient A et B deux parties non vides de R telles que : Vae A,Ybe B,a < b.
(a) Montrer que A est majorée et B et minorée et que sup(A) < inf(B).
(b) Donner un exemple avec sup(A) = inf(B).
5. *Soit A une partie non vide et majorée de R,. Montrer que sup(\/Z) = \/m .

Exercice 5. Soit A une partie non vide et bornée de R. On définit I'ensemble B par: B = {tx+(1—1)y | (x,y) € A%, t€[0,1]}.
1. Soit a,b e R avec a < b. On suppose dans cette question que A = {a, b}. Que vaut B?
2. Montrer que B est borné et sup(B) = sup(A) et inf(B) = inf(A).

3. Montrer que B est un intervalle.

Exercice 6. Montrer que l'intersection de deux intervalles est un intervalle.
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Indications - Solutions

Exercice 1:

1.

. r—a R . s
Supposons par I'absurde que r = a + bv'2 est rationnel. Alors, V2 = o est aussi rationnel, ce qui est une contradiction!

In2 In2 In2
Montrons par I'absurde que 111_3 ¢ Q. Supposons pour cela que ln_s € Q, cC'est-a-dire qu'il existe p € Z et g € N* tels que ln_3 = s
n n n

On obtient alors que gIn2 = pIn3. En passant a I'exponentielle, on obtient une contradiction.

(V2+v3) -5
2

2
Supposons par I'absurde que v'2 + v/3 est rationnel. Alors (\/5 + \/§) =5+2v/6'est aussi, puis V6 = aussi. Or on

vérifie comme dans le cours que v/6 nest pas rationnel, ce qui est une contradiction.

2
Exercice 2: NiI'un ni l'autre : v2,1-v2 e R\Q, mais 1 = v2+1—-v2 € Q. Puis, V2 =2€Q.
Exercice 3 :

1.

Vxe Aj,x=1etle Ay, doncinfA; =1.Si M €R, il existe n € N tel que n = M, donc 1+ n > M. Ainsi, A} n’a pas de majorant
donc pas de borne supérieure.

2. infAy =1,sup Ay =2.
* n, 1 . . 1 N |
3. VneN",(-1)"+— = -1, donc —1 est un minorant. Soit m > —1, prenons n = | ———— |. Alors 2n+1 > ,d’oll <
n m—(-1) m—(-1) 2n+1
1
m+1let(-1)?""1+ —— < m.DoncinfA;z = —1. Lorsque 7 est impair, (—1)" + — < 0. Lorsque 7 est pair (-1)" + — =1+ — qui
2n+1 n n n

décroit. Doncsup A3 =1+ =3

. 3
4. infAy =0,supAy = >

2n o . 2n . s
5. Pour tout n € N, Tl > 0, et on a égalité pour n = 0, donc inf A5 = 0. Tl < 2, donc 2 est un majorant de As. Puis, si M < 2,
n n
n
prenons n > Py Onaalors 2-M)n>Met2n>M(n+1),donc M < 1 et M n’est pas un majorant. Donc sup As = 2.
- n
b4 b4

6. —2 est un majorant de Ag et 4 est un minorant. En prenant x = ~3 et y = —m on trouve que inf Ag = —2. En prenant x = 3 et

y =0, on trouve que sup Ag = 4.

1 1
7. A7 est majorée par 1 et minorée par —1, car — < 1 et —— = —1. Ce sont les bornes inférieure et supérieure de A7.
m n
8. Ag n’est pas minorée car e tend vers +oo lorsque y tend vers +oo. Par contre, sup Ag = 8.
Exercice 4 :
sup A e - I sup A

1. CommesupA>0,0< < sup A. Par définition de la borne supérieure, il existe x € A tel que x = > 0.

2. sup B est un majorant de B, et donc de A car A < B. Donc sup B = sup A. Méme chose avec les bornes inférieures.

3. Onapourtoutx € Aettout y € B, x < sup(A) et y < sup(B), donc x+y < sup(A)+sup(B). Ainsi, sup(A)+sup(B) est un majorant de

A+Betsup(A+B) < sup(A)+sup(B). Soit € > 0. Il existe x € Aet y € B tels que sup(A)—g <x=sup(A) et sup(B)—g <y<=sup(B).
Donc sup(A) +sup(B) — € < x+ y < sup(A) +sup(B). Donc sup(A) +sup(B) =sup(A+ B).

(a) Comme B estnonvide, onprend bg € BetVae A,a < by : A est majorée. De méme B est minorée.
Soit b € B, alors pour tout a € A, a < b : b est un majorant de A, donc sup(A) < b. Ainsi, Vb€ B, b = sup(A) : sup(A) est un
minorant de B donc inf(B) = sup(A).

(b) A=[0,1[et B=]1,2].
Pour tout a € A, va < \/sup(A) car f est croissante. Donc VA est majorée par /sup(A). Prenons € > 0. Il existe @ > 0 tel que
V/sup(A)—¢ < \/sup(A) - a, car hliIng v/sup(A) — h = y/sup(A) > \/sup(A) —¢. Il existe alors a € A tel que sup(A)—a < a < sup(A).

Donc v/sup(A) — & < v/sup(A) — & < Va < \/sup(A). On a bien sup(V'A) = v/sup(A).

Exercice 5 :

1.
2.

Onl'avu au chapitre 10: B = [a, b].

Pour tout (x, y) € A2, ettout t€[0,1], rx+(1— 1y < tsup(A)+(1-1)sup(A) =sup(A) et tx+(1-1)y = tinf(A) + (1-1) inf(A) = inf(A)
car r=0et1—¢=0.Ainsi, B estborné et sup(B) < sup(A) et inf(B) = inf(A).

En prenant ¢ = 1 dans la définition de B, on remarque que A c B, donc sup(B) = sup(A) et inf(B) < inf(A).

Ainsi, sup(A) = sup(B) et inf(A) = inf(B).

. On utilise la caractérisation vue en cours : soient a, b € B, il existe (x,y) € A et (x/,y') € A% tels que a € [x,y] et be [x',}']. On

pose X =min(x,x') € Aet Y =max(y,y') € A. On aalors a, b € [X, Y]. Soit c € [a, b]. Alors c € [X, Y], donc c € B. Ainsi, [a, b] c B.

Exercice 6 : Soit I et J deux intervalles. Si I N J = @, alors c’est bon. Supposons donc que InJ # @ et prenons a,b € IN J avec a < b.
Comme I et J sont des intervalles, [a, b] c I et [a, b] c ], donc [a, b] € In]. Donc InJ est un intervalle d’apres la caractérisation donnée
dans le cours.
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