I. Généralités

Suites numériques - Exercices

I. Généralités

ExerciceI.1. Etudier la monotonie des suites définies par :

LU | n2k-1 n
1. u, = — 2. Uy = —_— 3. w, =

1
n+k

‘ 4. zn:kﬁlch(%),xeﬂ%

|

271n
Exercice I.2. Soit p € N. Pour tout entier n = 0, on pose u; = cos (—') Justifier que la suite (u;,) ,eny €st Stationnaire.
p!

Exercice L.3. 1. Montrer que la somme de deux suites stationnaires est stationnaire.

2. Que dire de la somme de deux suites croissantes?
u
Exercice I.4. Soit (1) zen la suite définie par ug € [0,4] et pour tout n €N, Uy = 7" + /| uyl.

1. Etudier la fonction f : x — g +V/x.

2. Déterminer les points fixes de f et en déduire deux intervalles stables par f.
3. Justifier que (u,,) est bien définie et bornée.

4. Etudier les variations de la suite (u,).

Exercice I.5. Soit (1) 5en la suite définie par ug = 1 et pour tout n €N, uy4) = \/m Onpose f:x— V1+x.
1. Etudier rapidement la fonction f.
2. Déterminer les points fixes de f et en déduire deux intervalles stables par f.
3. Justifier que la suite (u,,) est bien définie et bornée.

4. Ftudier la monotonie de (u;,).

Exercice I.6. Les suites suivantes sont-elles arithmétiques, géométriques ou nil'un ni l'autre?

1. un:n2—3n+2 uy=2 uy=1
3. _ 5. 2uy
_ Up+1 =2+ Uy Upel =
up =3 T 243w,
2. 1 etv,=u,—4 3n+1
Up+1 = Zun +3 4, Un = > 6. U, = (_1)71 x 23n+1
. . . e Up—Up Up+ Uy
Exercice I.7. Soient (1) et (v,) les suites définies par up =0, vp=1et: VneN, uy; = et vy =

On considere la suite (z,;) de terme général z,, = u,, + iv,. Déterminer le terme général de la suite (z,) en fonction de n,
puis en déduire les expressions de u, et vj,.

. . . . P 2w, +3

Exercice 1.8. Soit (w;) e 1a suite réelle définie par wy =0 et pour tout n €N, wy41 = TR
Wn

2x+3
1 et déterminer f([0, 1[).

1. Etudier la fonction f : x —

2. Montrer que la suite (wy,) est bien définie et que pour tout n €N, wy € [0, 1].
3. Montrer que la suite (w;,) est croissante.

wy—1

wp+3

4. Soit (z;;) nen la suite définie par z;, =
Montrer que (z;) est géométrique.

5. En déduire le terme général de (wy,).
Exercice I.9. Déterminer le terme général de la suite définie par ug =5et VreN, u,11 =3u, —4.

Exercice I.10. Dans chaque cas, déterminer le terme général de la suite (u,,) vérifiant ug =1, u; =0et:
L. VReEN, tpso = 2Uns1 +3Un 2. YREN, tpsr = 6lns1 — n | 3. YneN unpio =4ups1 —5un

Exercice I.11. Soient a et f deux réels strictement positifs. On considere la suite (u,,) de premier terme ug > 0 et vérifiant :
VneN,up = aug.

Déterminer le terme général de la suite (u,).
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II. Convergence

Exercice I.12 (E3A 2021 PC). 1. Onnotey laracine positive du trinéme x?—x—1. Justifier que y > 1 et que la deuxieme

racine est ——.

an+1=>b
2. Soient (a,) et (by,) définier par by =0, b; =1 etlesrelations: Vrn e N, n+l "
bps+1=an+by
(a) Montrer que pour tout entier n strictement positif : b,,+1 = by, + by—1.

(b) Parmi les réponses proposées, une seule est I’expression correcte de b, valable pour tout entier naturel n.

Laquelle?
) ,yn (_1)n+1 B (_1)n+1},n 1 ,yn (_1)n+1
L—=t— ii. + iiil. — +

V5 yntly/5 V5 Y"V5 V5 y"/5

(c) Montrer que pour tout n €N, b, e N.
(d) Exprimer, pour tout n €N, a, en fonction de n.
(e) Démontrer que pour n€N, y" = a, + byy.
. . i up=1
Exercice I.13. Soit (i) la suite définie par : n
VneN, Uy =3u,+2
1. Soit (ay) la suite définie par a;, = c2", ol ¢ est une constante réelle. Justifier qu’il existe une unique valeur de c telle
que:VneN,aps =3a, +2".
2. Les suites (ay,) et (u,) sont-elles égales?
3. Déterminer le terme général de (u,,).
Exercice I.14. Soit (u;),en une suite réelle.
Up + Upi2

2
2. On suppose que (u,) est strictement positive. Montrer que (u,) est géométrique si et seulement si pour tout n € N,

Un+1 =V UnUn+2.

1. Montrer que (1) est arithmétique si et seulement si pour tout n €N, u,4; =

II. Convergence

Exercice II.1. Déterminer les limites (si elles existent) des suites suivantes :

5n2+3n-1 n?+2 1 &
a) up= —————— d) u,= D u=—=) k
U= i Dnr2) ) M= " nzkzzo
n_
b) un=jn 1 g upn=vn+l-vn
2—3 +1 no1 h) un=W
n*-3n I
C) unzv €) Un kgozk D) u,=vVnt+n2-2-n®-n

Exercice I1.2. Etudier les suites de terme général (convergence ou divergence, et limite éventuelle) :

a u =—nz_1 2n+sin(3exp(ﬁ)) k) un=(2"+3")%
"T1+n! f) up= 2 1 &,
D u,=— k
by w, = |Bn-3)?] " n6k;
"7 opn g Un="T""——"7To7
n l(4n+§)2J ) Xn: n
(-1)"+n 54 (-1 m U=y ———
O = Thin B uy = Dy =R
n
_n\n 1 nm
Q u 3n?+cosn i) un:Ly_” n) un=;+cos(?)
n= T 0 L il 1+vn
4(n+1)2+sin3n 1)+ cosn | —iiLkJ R
e) up=n(2+cosn) N O Un= e = o

Exercice I1.3. Soit A une partie de R non vide et majorée. Soit M un majorant de A.
1. On suppose que M = sup(A). Montrer qu’il existe une suite (u,) d’éléments de A telle que u,, — M.
2. Réciproquement, on suppose qu’il existe une suite (u,) d’éléments de A telle que u;,, — M. Montrer que M = sup(A).

3. Déterminer sup(|0, 1[).
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II. Convergence

Exercice I1.4. Soit (u,),en Une suite a valeurs dans Z. Montrer que (u,) converge si et seulement si (u,,) est stationnaire.

Exercice II.5. 1. Soit (1) nen+ une suite de nombres complexes qui converge vers une limite finie . On pose pour
n

1
toutn>0,v,=— E ur. Montrer que (v,) converge vers £.
n
k=1

. o u
2. Soit (uy) nen+ une suite a valeurs complexes telle que u,+1 — U, — ¢ € C. Montrer que Ly
n

Un+1

3. Soit (uy) nen une suite de réels strictement positifs. Montrer que si (
Up

) converge vers ¢, alors (/i) nen*
neN*

converge vers /.

n

n

2n
4. Déterminer les limites de : ( " ) et -
n!
Exercice I1.6. Soit f la fonction définie sur I'intervalle [0, +oo[ par : f(x) =6— 1 On considere la suite (u;,) ,en définie
X
par son premier terme ug et pour tout n =0, u,4+1 = f(uy).

1. Etudier les variations de f surl'intervalle [0, +oo[. En déduire que la suite (u,) est bien définie et tracer sa représen-
tation graphique lorsque 4 = 5.

Résoudre I'équation f(x) = x. On notera « la solution de cette équation dans l'intervalle [0, +oo].
Déterminer f([0, «]) et f([a, +oo[).

On prend u € [0, a]. Etudier la convergence de (uy,).

ok »D

Meéme question avec u € [a, +0oo].

Ug € [1,+o0[
6. En suivant le méme schéma, étudier la suite (u,,) définie par u?, +7u, . Que dire si ug €]0,1[?
Up+l = \/ —) -1
2

Exercice IL.7. On considere la suite (1) ,en définie par son premier terme ug € R et par la relation de récurrence : Vn €
2
N, Up1 = Uy — Uy,

1. Soit f:x— x— x°. Dresser le tableau de variations de f.
2. On suppose que iy € [0, 1]. Montrer que (u,) converge et déterminer sa limite.
3. On suppose maintenant que uy < 0. Montrer que (u,) tend vers —oco.

4. Etudier le cas oi1 ug > 1.

10"x] .
Exercice I1.8. Soit x € R et soit (1) nen définie par u, = L 107 ! . Etudier la convergence de la suite (u,,).
. . 1 1
Exercice IL.9. 1. Montrer que pour tout entier k > 1, 2 < 1 r

LS|
2. Montrer que la suite (u,,) de terme général u,, = Z — converge.

i K
. JP . (. =1
Exercice I1.10. On définit la suite (Hy,) ,en+ par son terme général H,, = Z T
k=1
. " 1
1. Montrer que pour tout entier n € N, Hy, — H,, = >

2. En déduire la limite de la suite (H},).

ExerciceIl.11. 1. Soit n € N. Montrer que (2 + \/5)” +2- \/5)” est un entier pair.

. s 2 . 2 n 2 . . .
2. Montrer que la suite de terme général 1, = sin (E 2+V3) ) converge et déterminer sa limite.

Exercice I1.12. 1. Etudier la convergence de la suite u;,, = cos(nm).
2. Soit 8 €10, [. On pose c; = cos(nB) et s;, = sin(no).
(a) Exprimer cj,+ et s,+1 en fonction de ¢, et s;,.

(b) En déduire que (c,) et (s,) divergent.

Exercice I1.13. Soit (u,,) une suite telle que les suites extraites (#42,), (U2,+1) €t (U3,) convergent. Montrer que (u,,) converge.
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II. Convergence

Exercice I1.14.
Montrer que la suite (u,) ,en converge vers 0.

1. Soit (#,) nen une suite numérique et soit k €]0, 1[ tels que pour tout n € N, on a |u,+11 < kluyl.

. s Un+1 .
2. Soit (uy) nen une suite a valeurs dans R} telle que (— converge vers un réel /. Montrer que :
Un JneN

(a) sif<1,alors u, —0;
(b) si¢>1,alors u, — +oco.
n (_1)](7

Exercice I1.15. On définit la suite (L) ,en+ par son terme général L, = Z T
k=1

Montrer que les suites (L) nen+ €t (L2p+1) nent sont adjacentes, puis en déduire la nature de la suite (Lj,).

Exercice II.16. On considere les suites (i) ,>1 €t (V) p>1 définies par :
LS| 1
Up :kng et v,= un+_n-n!'
Montrer que (u,) et (v,) sont adjacentes et que leur limite commune est irrationnelle.

5
Exercice I1.17. 1. Soient a,, = n?, b, = (~D)"(n*-2n+1), cp=In(n)etd, = n® - En +v/3.
Vérifier que b, = O(ay), ¢, = o(ay) etd, ~ ay.

2. Soient (uy), (v,) et (wy) trois suites de termes généraux :
3 1
up=n"In{l1+—|, v, =2n, w,=¢e
n

Montrer que wy, = o(vy,). A-t-on u, = O(wy)?
3. Dans les deux cas suivants, a-t-on u, = o(v,) ou v; = o(uy)?

1
(a) un:nln(1+?) etv, =n;

4. (a) Soient u, =In

1 1
1+ ;) etv, = o Montrer que uy, ~ vy.

2
(b) Déterminer un équivalent de w, =In (1 + —2)
n

Exercice I1.18. Soit (u,;) une suite qui tend vers 0. Montrer les équivalents suivants :
1.In(1 + up) ~ uy; 2.sin(uy) ~ un; 3.e"—1~uy;

Exercice I1.19. On consideére les suites (u,) ;=2 et (V) y=2 définies pour tout n = 2 par

| =

n-1 1 n
up=-Inn+) — et vy=—Inn+),
sk k=1

1. Montrer que (u;) et (v,) sont adjacentes.

n
1
2. Onpose H,, = Z T Qu’en déduire sur la suite (Hj,)?
k=1

Exercice I1.20. Déterminer un équivalent simple des suites suivantes et donner leurs limites :

a) un:n2+2n+3 e) un=i+i D) u,= n+\/ﬁ+(lnn)9 m)
I’l2 on n— D)
2n°—4n?+3 4+ 4 3 s el n)
b) up=7—5—— f) uy=-— . no+2"
3nc—8n+7 n ) j) up= 0)
o nd+2n
c) unz—l 2) u,,:—e _Ze 9 n+1 p)
Up,= ——
n+l n " nl+5n
__n h) un=Zk e
d) Un=—"7 = D) u,=vVn2+l-n

n®—6n2+3n-1

définie pour n = 2.
2n3-2n P

Exercice I1.21. On considére la suite de terme général u, =

1. Montrer que (u,) converge vers une limite £ a préciser.
2. Déterminer un équivalent de u, — ¢.

a 1
3. Déterminer des réels a et B tels que u, =€+ — + % +o0 (—)
non

n2
2n 1
Exercice I1.22. Déterminer un équivalent simple de la suite de terme général : u, = ) Tk
k=n+1T
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b) u, = sin(—) etv, =
n

n?’

4. (1+u)*—1~2u, AeR).

u,=vVn+1l-vn
Up=Vn2+n+l
u,=In(n+1)

u, = VIn(n+1)—In(n)
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