I. Généralités

Suites numériques - Exercices

I. Généralités

ExerciceI.1. Etudier la monotonie des suites définies par :

LU | n2k-1 n
1. u, = — 2. Uy = —_— 3. w, =

1
n+k

‘ 4. zn:kﬁlch(%),xeﬂ%

|

271n
Exercice I.2. Soit p € N. Pour tout entier n = 0, on pose u; = cos (—') Justifier que la suite (u;,) ,eny €st Stationnaire.
p!

Exercice L.3. 1. Montrer que la somme de deux suites stationnaires est stationnaire.

2. Que dire de la somme de deux suites croissantes?
u
Exercice I.4. Soit (1) zen la suite définie par ug € [0,4] et pour tout n €N, Uy = 7" + /| uyl.

1. Etudier la fonction f : x — g +V/x.

2. Déterminer les points fixes de f et en déduire deux intervalles stables par f.
3. Justifier que (u,,) est bien définie et bornée.

4. Etudier les variations de la suite (u,).

Exercice I.5. Soit (1) 5en la suite définie par ug = 1 et pour tout n €N, uy4) = \/m Onpose f:x— V1+x.
1. Etudier rapidement la fonction f.
2. Déterminer les points fixes de f et en déduire deux intervalles stables par f.
3. Justifier que la suite (u,,) est bien définie et bornée.

4. Ftudier la monotonie de (u;,).

Exercice I.6. Les suites suivantes sont-elles arithmétiques, géométriques ou nil'un ni l'autre?

1. un:n2—3n+2 uy=2 uy=1
3. _ 5. 2uy
_ Up+1 =2+ Uy Upel =
up =3 T 243w,
2. 1 etv,=u,—4 3n+1
Up+1 = Zun +3 4, Un = > 6. U, = (_1)71 x 23n+1
. . . e Up—Up Up+ Uy
Exercice I.7. Soient (1) et (v,) les suites définies par up =0, vp=1et: VneN, uy; = et vy =

On considere la suite (z,;) de terme général z,, = u,, + iv,. Déterminer le terme général de la suite (z,) en fonction de n,
puis en déduire les expressions de u, et vj,.

. . . . P 2w, +3

Exercice 1.8. Soit (w;) e 1a suite réelle définie par wy =0 et pour tout n €N, wy41 = TR
Wn

2x+3
1 et déterminer f([0, 1[).

1. Etudier la fonction f : x —

2. Montrer que la suite (wy,) est bien définie et que pour tout n €N, wy € [0, 1].
3. Montrer que la suite (w;,) est croissante.

wy—1

wp+3

4. Soit (z;;) nen la suite définie par z;, =
Montrer que (z;) est géométrique.

5. En déduire le terme général de (wy,).
Exercice I.9. Déterminer le terme général de la suite définie par ug =5et VreN, u,11 =3u, —4.

Exercice I.10. Dans chaque cas, déterminer le terme général de la suite (u,,) vérifiant ug =1, u; =0et:
L. VReEN, tpso = 2Uns1 +3Un 2. YREN, tpsr = 6lns1 — n | 3. YneN unpio =4ups1 —5un

Exercice I.11. Soient a et f deux réels strictement positifs. On considere la suite (u,,) de premier terme ug > 0 et vérifiant :
VneN,up = aug.

Déterminer le terme général de la suite (u,).
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II. Convergence

Exercice I.12 (E3A 2021 PC). 1. Onnotey laracine positive du trinéme x?—x—1. Justifier que y > 1 et que la deuxieme

racine est ——.

an+1=>b
2. Soient (a,) et (by,) définier par by =0, b; =1 etlesrelations: Vrn e N, n+l "
bps+1=an+by
(a) Montrer que pour tout entier n strictement positif : b,,+1 = by, + by—1.

(b) Parmi les réponses proposées, une seule est I’expression correcte de b, valable pour tout entier naturel n.

Laquelle?
) ,yn (_1)n+1 B (_1)n+1},n 1 ,yn (_1)n+1
L—=t— ii. + iiil. — +

V5 yntly/5 V5 Y"V5 V5 y"/5

(c) Montrer que pour tout n €N, b, e N.
(d) Exprimer, pour tout n €N, a, en fonction de n.
(e) Démontrer que pour n€N, y" = a, + byy.
. . i up=1
Exercice I.13. Soit (i) la suite définie par : n
VneN, Uy =3u,+2
1. Soit (ay) la suite définie par a;, = c2", ol ¢ est une constante réelle. Justifier qu’il existe une unique valeur de c telle
que:VneN,aps =3a, +2".
2. Les suites (ay,) et (u,) sont-elles égales?
3. Déterminer le terme général de (u,,).
Exercice I.14. Soit (u;),en une suite réelle.
Up + Upi2

2
2. On suppose que (u,) est strictement positive. Montrer que (u,) est géométrique si et seulement si pour tout n € N,

Un+1 =V UnUn+2.

1. Montrer que (1) est arithmétique si et seulement si pour tout n €N, u,4; =

II. Convergence

Exercice II.1. Déterminer les limites (si elles existent) des suites suivantes :

5n2+3n-1 n?+2 1 &
a) up= —————— d) u,= D u=—=) k
U= i Dnr2) ) M= " nzkzzo
n_
b) un=jn 1 g upn=vn+l-vn
2—3 +1 no1 h) un=W
n*-3n I
C) unzv €) Un kgozk D) u,=vVnt+n2-2-n®-n

Exercice I1.2. Etudier les suites de terme général (convergence ou divergence, et limite éventuelle) :

a u =—nz_1 2n+sin(3exp(ﬁ)) k) un=(2"+3")%
"T1+n! f) up= 2 1 &,
D u,=— k
by w, = |Bn-3)?] " n6k;
"7 opn g Un="T""——"7To7
n l(4n+§)2J ) Xn: n
(-1)"+n 54 (-1 m U=y ———
O = Thin B uy = Dy =R
n
_n\n 1 nm
Q u 3n?+cosn i) un:Ly_” n) un=;+cos(?)
n= T 0 L il 1+vn
4(n+1)2+sin3n 1)+ cosn | —iiLkJ R
e) up=n(2+cosn) N O Un= e = o

Exercice I1.3. Soit A une partie de R non vide et majorée. Soit M un majorant de A.
1. On suppose que M = sup(A). Montrer qu’il existe une suite (u,) d’éléments de A telle que u,, — M.
2. Réciproquement, on suppose qu’il existe une suite (u,) d’éléments de A telle que u;,, — M. Montrer que M = sup(A).

3. Déterminer sup(|0, 1[).
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II. Convergence

Exercice I1.4. Soit (u,),en Une suite a valeurs dans Z. Montrer que (u,) converge si et seulement si (u,,) est stationnaire.

Exercice II.5. 1. Soit (1) nen+ une suite de nombres complexes qui converge vers une limite finie . On pose pour
n

1
toutn>0,v,=— E ur. Montrer que (v,) converge vers £.
n
k=1

. o u
2. Soit (uy) nen+ une suite a valeurs complexes telle que u,+1 — U, — ¢ € C. Montrer que Ly
n

Un+1

3. Soit (uy) nen une suite de réels strictement positifs. Montrer que si (
Up

) converge vers ¢, alors (/i) nen*
neN*

converge vers /.

n

n

2n
4. Déterminer les limites de : ( " ) et -
n!
Exercice I1.6. Soit f la fonction définie sur I'intervalle [0, +oo[ par : f(x) =6— 1 On considere la suite (u;,) ,en définie
X
par son premier terme ug et pour tout n =0, u,4+1 = f(uy).

1. Etudier les variations de f surl'intervalle [0, +oo[. En déduire que la suite (u,) est bien définie et tracer sa représen-
tation graphique lorsque 4 = 5.

Résoudre I'équation f(x) = x. On notera « la solution de cette équation dans l'intervalle [0, +oo].
Déterminer f([0, «]) et f([a, +oo[).

On prend u € [0, a]. Etudier la convergence de (uy,).

ok »D

Meéme question avec u € [a, +0oo].

Ug € [1,+o0[
6. En suivant le méme schéma, étudier la suite (u,,) définie par u?, +7u, . Que dire si ug €]0,1[?
Up+l = \/ —) -1
2

Exercice IL.7. On considere la suite (1) ,en définie par son premier terme ug € R et par la relation de récurrence : Vn €
2
N, Up1 = Uy — Uy,

1. Soit f:x— x— x°. Dresser le tableau de variations de f.
2. On suppose que iy € [0, 1]. Montrer que (u,) converge et déterminer sa limite.
3. On suppose maintenant que uy < 0. Montrer que (u,) tend vers —oco.

4. Etudier le cas oi1 ug > 1.

10"x] .
Exercice I1.8. Soit x € R et soit (1) nen définie par u, = L 107 ! . Etudier la convergence de la suite (u,,).
. . 1 1
Exercice IL.9. 1. Montrer que pour tout entier k > 1, 2 < 1 r

LS|
2. Montrer que la suite (u,,) de terme général u,, = Z — converge.

i K
. JP . (. =1
Exercice I1.10. On définit la suite (Hy,) ,en+ par son terme général H,, = Z T
k=1
. " 1
1. Montrer que pour tout entier n € N, Hy, — H,, = >

2. En déduire la limite de la suite (H},).

ExerciceIl.11. 1. Soit n € N. Montrer que (2 + \/5)” +2- \/5)” est un entier pair.

. s 2 . 2 n 2 . . .
2. Montrer que la suite de terme général 1, = sin (E 2+V3) ) converge et déterminer sa limite.

Exercice I1.12. 1. Etudier la convergence de la suite u;,, = cos(nm).
2. Soit 8 €10, [. On pose c; = cos(nB) et s;, = sin(no).
(a) Exprimer cj,+ et s,+1 en fonction de ¢, et s;,.

(b) En déduire que (c,) et (s,) divergent.

Exercice I1.13. Soit (u,,) une suite telle que les suites extraites (#42,), (U2,+1) €t (U3,) convergent. Montrer que (u,,) converge.
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II. Convergence

Exercice I1.14.
Montrer que la suite (u,) ,en converge vers 0.

1. Soit (#,) nen une suite numérique et soit k €]0, 1[ tels que pour tout n € N, on a |u,+11 < kluyl.

. s Un+1 .
2. Soit (uy) nen une suite a valeurs dans R} telle que (— converge vers un réel /. Montrer que :
Un JneN

(a) sif<1,alors u, —0;
(b) si¢>1,alors u, — +oco.
n (_1)](7

Exercice I1.15. On définit la suite (L) ,en+ par son terme général L, = Z T
k=1

Montrer que les suites (L) nen+ €t (L2p+1) nent sont adjacentes, puis en déduire la nature de la suite (Lj,).

Exercice II.16. On considere les suites (i) ,>1 €t (V) p>1 définies par :
LS| 1
Up :kng et v,= un+_n-n!'
Montrer que (u,) et (v,) sont adjacentes et que leur limite commune est irrationnelle.

5
Exercice I1.17. 1. Soient a,, = n?, b, = (~D)"(n*-2n+1), cp=In(n)etd, = n® - En +v/3.
Vérifier que b, = O(ay), ¢, = o(ay) etd, ~ ay.

2. Soient (uy), (v,) et (wy) trois suites de termes généraux :
3 1
up=n"In{l1+—|, v, =2n, w,=¢e
n

Montrer que wy, = o(vy,). A-t-on u, = O(wy)?
3. Dans les deux cas suivants, a-t-on u, = o(v,) ou v; = o(uy)?

1
(a) un:nln(1+?) etv, =n;

4. (a) Soient u, =In

1 1
1+ ;) etv, = o Montrer que uy, ~ vy.

2
(b) Déterminer un équivalent de w, =In (1 + —2)
n

Exercice I1.18. Soit (u,;) une suite qui tend vers 0. Montrer les équivalents suivants :
1.In(1 + up) ~ uy; 2.sin(uy) ~ un; 3.e"—1~uy;

Exercice I1.19. On consideére les suites (u,) ;=2 et (V) y=2 définies pour tout n = 2 par

| =

n-1 1 n
up=-Inn+) — et vy=—Inn+),
sk k=1

1. Montrer que (u;) et (v,) sont adjacentes.

n
1
2. Onpose H,, = Z T Qu’en déduire sur la suite (Hj,)?
k=1

Exercice I1.20. Déterminer un équivalent simple des suites suivantes et donner leurs limites :

a) un:n2+2n+3 e) un=i+i D) u,= n+\/ﬁ+(lnn)9 m)
I’l2 on n— D)
2n°—4n?+3 4+ 4 3 s el n)
b) up=7—5—— f) uy=-— . no+2"
3nc—8n+7 n ) j) up= 0)
o nd+2n
c) unz—l 2) u,,:—e _Ze 9 n+1 p)
Up,= ——
n+l n " nl+5n
__n h) un=Zk e
d) Un=—"7 = D) u,=vVn2+l-n

n®—6n2+3n-1

définie pour n = 2.
2n3-2n P

Exercice I1.21. On considére la suite de terme général u, =

1. Montrer que (u,) converge vers une limite £ a préciser.
2. Déterminer un équivalent de u, — ¢.

a 1
3. Déterminer des réels a et B tels que u, =€+ — + % +o0 (—)
non

n2
2n 1
Exercice I1.22. Déterminer un équivalent simple de la suite de terme général : u, = ) Tk
k=n+1T
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1 1
b) u, = sin(—) etv, =
n

n?’

4. (1+u)*—1~2u, AeR).

u,=vVn+1l-vn
Up=Vn2+n+l
u,=In(n+1)

u, = VIn(n+1)—In(n)
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II. Convergence

Indications - Solutions

ExerciceI.1:

1 n 1 1

1. u —Up=——= — ——— <0, donc (uy) décroissante.

mH T i )2 n(n+1) § k= (m+1)2  nn+1) n
. . i Vp+1  2(n+1)—1 . .
2. Lasuite (vy) est strictement positive et = —— — < 1, donc (vy) est décroissante.
17 2(n+1)

1 1 1 1 .

3. Wp+1—Wp= + — = — =0, donc (wy,) est croissante.

2n+1 2(n+1) n+1 2n+1 2n+1)

. . . i <
4. Soit x € R. La suite (z5) est strictement positive et ntl
<n

X
= ch(—) > 1, donc (z;) est croissante.
n+1

n!
Exercice 1.2 : Pour tout n > p, - = n(n-1)---(n—p) eN, donc u, =1 car cos est 27 périodique.
p!
Exercice 1.3 :
1. Soient (u;) et (v;) deux suites stationnaires. 1l existe Ny, et N, deux entiers et Cy, Cy dans K tels que : Vi = Ny, u, = Cy et
Vnz= Ny, v, =Cy.
Ainsi, Vn = max(Ny, Ny), u, + vy = Cy + Cy : la suite u + v est stationnaire.

2. La somme de deux suites croissantes est croissantes : soient (1) et v, deux suites croissantes. Alors : Vn € N, u,+1 = uy et
Un+1 = U, donc Uuu+1 + Upt1 = Up + Up.

Exercicel.4:

|
|
+

u 3
1. On proceéde par récurrence (attention a la rédaction). Initialisation : u; = ?0 ++/lugl = o + V3 =0. Hérédité : up41 =
v |upnl, et comme uy et \/|uy| sont positifs, 1,41 aussi.
u 4
On procede encore par récurrence. On vérifie que u; < 4. Puis, pour I'héridité, u,1 = 7" ++Vup < 3 +Va=4.

x2

2. T <x < x%—4x<0.On dresse le tableau de signes de x? —4x.

3. Up+1—Up= —% + m Or pour tout x € [0,4], g <+v/x car %2 < x.Dong, pour tout n =1, uy4+1 — uy = 0. De plus, u; —ug = 0.
Ainsi, la suite est croissante.
Exercice .5 :
1. Lafonction f est croissante de [-1, +oo[ dans [0, +ool.

2. Comme l'intervalle [0, +oo] est stable par f et ug € [0, +00], la suite est bien définie.

3. Montrons par récurrence que pour tout n € N, u;4+1 < uy. Initialisation : u; = V2=1= ug. Hérédité : par HR, u,4+1 = uy et
comme f est croissante, f(u,+1) = f(up) Aol Upy2 = Up41.

4. On montre par récurrence que Uy < 2, en remarquant que f(2) = V3<2.
Exercice 1.6 :

1. up =n?—-3n+2.0n calcule les premiers termes pour voir que non.

up=3 1
2. 1 et v, = up —4. La premiére n’est rien, mais la deuxiéme est géométrique de raison —.
Upy1=—-Up+3
4
ug =2 , o
. . C’est une suite arithmétique.
Up+l =2+Up
3n+ , . . o
4. up= > C’est une suite arithmétique.
up=1
5. 2up . Non.
Up+1 =

2+3un

6. 1ty =(-1)"x23"*! Cestune suite géométrique.

Exercice1.7: Pour tout 71 € N L+ D '(”i)n L i(%+3) p ! (25 et I (2
ercice .7 : PourtoutneN,onaz = zp.Donczy=i|— | =—¢€ onc u; = ——— sin|— | et vy, = — cos| —
n+1 n n 2 \/zn n 7] 4 n \/En 4
Exercice 1.8
1. f estdéfinie et dérivable sur R\{—4}. Sa dérivée vaut f’(x) 1) =0, donc f est croissante sur | —oo, —4[U] -4, +ool. f([0,1)) =

[f), fDI[= |- 1 car f est croissante.

2. On raisonne par récurrence. Initialisation : wg = 0 € [0, 1[. Hérédité : wy, # —4 et w41 = f(wy) et comme wy € [0,1[, f(wy) €
3
- 1| <[0,1[.
[4 [0, 1]
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II. Convergence

| w

3. Montrons par récurrence que wy+1 — Wy = 0. Initialisation : w; — wo = — = 0. Hérédité : Comme w;,41 = wy, et que la fonction f

est croissante, f(wy+1) = f(wp), donc wy4+2 = wyy1.

2wy +3
Wpi1—1 Tga — 1 2wp+3-w, -4 wnp-1 1 wy-1 . 1
4. zZp41 = = = = == , donc (z;) est géométrique de raison —.
Wne1+3 %+3 2wp+3+3wy+12  5wip+15 5wy +3 5
n

1 1 3z, +1

5. zp=20— =———.0Onadeplus: wy, = .

nT 050 T T3xsn P "1z

Exercice 1.9 : On applique la méthode du cours : on cherche une suite constante ¢ vérifiant ¢ = 3¢ —4. Donc ¢ = 2. Puis, on pose pour
tout n€N, v, = uy —2, et ona vp41 = 3vp, donc vy, = vp3”™. Comme vg = ug—2 =3, ona v, =3""1 et u, =3""1 +2.
Exercice1.10:
1. Equation caractéristique : x? —2x—3 =0 dont les racines sont —1 et 3. Donc uy = A(—1)" + B3". On trouve A = Z etB= :ll avec
les conditions initiales.
2. Equation caractéristique : x®>—6x+9 =0 dont laracine est 3. Donc uy, = (An+B)3". On trouve A = —1 et B = 1 avec les conditions
initiales.

. 1
3. Equation caractéristique : %% —4x+5 = 0 dont les racines sont 2 + i et 2 — i. Donc up=AR+i)"+B@2-i)". Ontrouve A= > +1
1
etB= 3° i avec les conditions initiales.

On peut aussi utiliser les formules pour obtenir I'expression réelle : 2+ i = v/5¢! 2resin(l/ V5 Donc uy = (Acos(narcsin(1/v'5)) +
. . n
Bsin(narcsin(1/v’5)))V5 .Pour n=0, A+ B=1etpour n=1, (AV4/5+B/vV5)V5=0 < 2A+B=0.Donc A=—-letB=2.
Exercice I.11 : On commence par montrer par récurrence que pour tout n € N, uy > 0. Puis, on pose vy, = In(uy). Alors v+ = fvy +

In(a). On a une suite arithmético-géométrique. Si § = 1, v, = vg + nln(a), donc uy, = uga’. Sinon, on cherche la suite constante ¢
In(a

vérifiant £ = f¢ +In(a). On trouve ¢ = %ﬁ) Puis, wy, = v, — £ est géométrique de raison 8 : wy, = (vg—¢)B" etenfin vy, = £+ (vg—£) "

et u, = of eInW=0B" _ {775 o(n(uo)-0)p".

Exercice I.12:

1
1. Notons a la deuxiéme racine du trinéme. Alors ay = -1donca <0eta=——.Deplus,a+y=1,doncy=1-a>1.
Y

2. (a) SoitneN*.b,y1 =an+by=Dby_1+by.

(b) En prenant n = 0, la premiére expression ne donne pas 0, les deux autres donnent 0. En prenant n = 1, les deux dernieres
_1\n
( , donc la troisiéme

expressions donnent 1. Toutefois, on sait que I'expression de by, doit étre de la forme Ay”" + B

expression est la bonne.
(c) On le montre par récurrence double : I'initialisation découle de by = 0 et by = 1. Pour I'hérédité : si by, et by,,—1 sont des
entiers, alors by,+1 = by + by,—1 aussi.
Yn—l . (_l)n
V5 Yn—l \/5'

(e) On peut soit procéder par récurrence, ou bien utiliser les expressions trouvées précédemment : soit n € N,

(d) Pourn>0,an=>by_1= et on vérifie que cette expression convient encore pour n = 0.

},n—l (_1)1’1 yn+1 (_1)n+1
+ + +
NG Yn—l NG NG 7/”_1 NG
-1 n+l
Y
= +
V5 V5

[r

ap+bypy=

S

<

S

<

Sl

N

Il
~<

ExerciceI.13:

1. Supposons qu’'un tel ¢ existe. Alors pour tout n € N, c2™1 =3¢2™ +2" Donc2c=3c+1letc=—1. Réciproquement, on vérifie
que ¢ = —1 convient.

2. Les deux suites ne sont pas égales car ag = —1 et upg = 1.
3. Lasuite vy, = u, — a, est géométrique de raison 3 : pour tout n€ N, v, =2-3". Donc u,, = 2-3" - 2" pour tout n € N.
Exercicel.14:

1. Si (up) est arithmétique, alors il existe r € R tel que pour tout n € N, u,4+1 = up + r. Donc

UptUp+2  Up+l —T+HUpt1 +T7
2 2

Up+1-

Réciproquement, pour tout n €N, 2uy 1 = Uy + Up+2, dONC Uy 1 — Uy = Up+2 — Up+1. Ainsi la suite est arithmétique.

Up+1l .
= U+ car la suite

2. Si(uy) est géométrique, il existe g € R tel que pour tout n €N, uy,+1 = quy, donc upioUn =1 [ qun+1

est positive.

- Up+1  Unp+2
Réciproquement, pour tout n € N, uiﬂ = UpUp+2, donc —— = ——=

Un Un+1
Exercice I1.1 : Pour les quatre premieres, on factorise par le terme de plus haut degré.

. Ainsi la suite est géométrique.
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II. Convergence

5n2+3n-1 5 1 & nn+l) 1
a) lim ————— == f) lim —ZZkz 5 -
n—+oo 2n+1)(n+2) 2 n—+oo ne (= n—+oo 2p 2
2n —
b) lim — =0 . . .
n—+oo 47 —1 g) lim vn+1-+/n=0 (quantité conjuguée)
, -3n+1 e
¢c) lim ——=-1
n—+oo 1- n2 l . R
n2 42 h) 11111 Yn= hm en =1 (croissances comparées)
d lim =0 e
n—+oo el —p
1_; . li 4+ 2_2_ 2_ - _ 2z . 2
o lim Z 1 T _ ) i) nillloov n*+n n ’ n oo (quantité conjuguée +
n—-+oo n—>+oo 1- 5 terme de plus haut degré)

Exercice I1.2 : Etudier les suites de terme général (convergence ou divergence, et limite éventuelle) :

. n?-1
a) lim =0
n—+oo 1+ n!

n! 1x2x...xn 1
b) — = ———— < —, donclalimite vaut 0.
n" NXNx..n n
=D"+n
c) — =
n—+oo (=1)"—n

. 3n2 +cosn 3
lim —— =—.
n—+oo 4(n+1)2 +sin3n 4
e) lim n@2+cosn)=+ococar2+cosn=1.
n—+oo

d)

2n+sin(3exp (ﬁ]) —

f) lim
n—+oo n2
E|@3n- 7]
g) lim ————— = — (utiliser les encadrements des parties entieres pour encadrer la suite).
n—+oo 2
E [(4n +1 ]
2+42n 1 2-(2n+1 2
h) uy, = +1 :3+ P, 3etugpsl = 2(n+1 ) _ 1= il -2 e —2, donc la suite diverge.
i) nhm Uy = +oo et hm Uzn+1 =0, donc la suite diverge.
—+00

j) lm wpp=1et hm Uzn+1 = —1, donc la suite diverge.
n—-+oo n—+o0

1
1 on n 12"
K lim 2"+3"% = lim 3(—+1) =3 lim enln(sﬂ*l)zg,
n—-+oo n—+oo |37 n—-+oo
D 0=un< " g les gend lim =3 k=0
) 0<up< et onc avec les gendarmes, lim e =0.
nxn nxn
m) ——— < uy < ———, donc d’aprés les gendarmes, lim u;,=1.
Vnt+n Vit +1 n—+oo

1 1 1 1
n) ulen:ﬁ+cos(2nn):—+l—»letu8n:—+cos(mr):——1

—1, donc la suite diverge.
16n n—+oo 8n 8n n—+oo

x n(n+1)-2n x n(n+1)

0) Pour xeRet ke N*, kx—1 kx| < kx, donc — <up<—
n? 2 n2

Exercice I1.3 :

X
, et les deux co6tés tendent vers 3

1
1. Soit n € N*. Comme M est la borne supérieure de A, il existe uy € A tel que M — o < up < M. On définit ainsi une suite (uy,)
d’éléments de A qui vérifie par encadrement que v, — M.

a
2. Soit a < M et posons € = > 0. Comme u, — M, et pour tout n € N, u, < M, il existe N € N tel que pour tout n = N,

M—-uy <
M =sup(A).

-a
> 0. Ainsi, a n’est pas un majorant de A. Donc M est le plus petit majorant de A :

1
3. 1estun majorantde [0,1[,et1—— — 1.
n

1 1
Exercice I1.4 : Supposons que u,, — ¢. Prenons ¢ = 3 Ilexiste Ne Ntelque pourn= N, |uy—¥¢| < 3 Prenonsalors n = N, et |uy—un| <

2 . . ;"
lup =2 +lell—upl < 3 < 1. Comme uy, et uy sont des entiers, ils sont égaux.
Exercice I1.5 :

€
1. Prenonse>0.llexisteNENtelquepournzN,Iun—£|<5
1 N-1 N-1 N-1
1 n—-N+1le 1
Alors |v, — =—|Z(un £)|<— Z lug - é|+— Z lug =0l = Y lug—¢l == ) Jup—ll++-
n i1 2 nin

Il existe N7 € N tel que pour = Ny, — Z lug — 0| < 5
n
k=1
Pour n = max(N, Ny), lvy, —¢| <e.
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II. Convergence

1 n=l Up—U
2. D’apres la question précédente, la suite v, = =1 Z (U1 — ug) tend vers £. Donc Z—ll tend vers ¢. D’ou P,
145 _ _

Un

—{.0r
1

u up n—1
n__n T - Ly,
n n-1 n

3. Si¢>0,alors In(u,+1) —In(uy) — In(¢) et on applique la question précédente.

Up+1 N

Si £ =0, on prend € > 0. Il existe N tel que pour n = N, < ¢, donc uy41 < £uy,. Par récurrence, pour n= N, u, < unye™ %,

Un
1

i 1 1 1
puis u;; < (uNg_N)WE. On utilise ensuite que (uNs_N)% — 1, donc il existe N’ = N tel que pour n = N’, (uNf:_N)% <2,dou
1 1

n n
u; <2¢etu; —0.

2(n+1) 1
22n+1 2n|"
4. On calcule ( "2+1 ) _2@nt]) — 4, donc "4
( r:l) n+1 n

n" Uptl 1\" n
Enposant up = —,ona —— =|1+—| —e,donc — —e.
n! Un n nl

Exercice I1.6 :

5
1. flo) = W > 0, donc f est strictement croissante sur [0,+oo[. De plus, f(0) =1 et th f(x) = 6, donc on vérifie par
X+ Yoo
récurrence que: VneN, u, =0.
_5+v29 5+v29

>1

2. f)=x = x ,donc a =

2
3. f(0,a]) =[1,a] <[0,a] et f([a,+oo]) = [a,6[< [a, +ool.

4. Comme f est croissante sur [0, a] qui est stable par f, (1;;) est monotone et reste dans [0, a]. On remarque ensuite que f(x) —x
est positif sur [0, @], donc u; = ug et (uy) est croissante. Elle converge donc vers une limite ¢ qui vérifie f(¢) = ¢. Comme ¢ > 0,
ona/=a.

5. Méme chose mais (1) est décroissante car f(x) — x est négatif sur [a, +ool.

X2 +7x

6. Onpose f(x) = — 1 définie sur [1, +oo[. La fonction f est croissante sur [1,+ool et f(1) =1, donc [1, +oo[ est stable par

[ et (up) est bien définie et monotone.

On remarque ensuite que f(x) = x < x € {1,2}, donc les intervalles [1,2] et [2, +oo[ sont stables par f. De plus, f(x) — x est
postif sur [1,2] et négatif sur [2, +ool.

Ainsi, si up €]1,2], la suite est croissante et majorée donc converge vers ¢ qui vérifie f(¢) =¢ et ¢ > 1. Donc ¢ = 2.

De méme si ug = 2 mais (uy) est décroissante.

Si ug = 1, la suite est stationnaire.

Si ug € [0,1], il pourrait arriver que la suite n’est pas bien définie a partir d'un certain rang car f prend des valeurs négatives. Si
on suppose le contraire, on montre alors par récurrence que u € [0, 1[. La suite (1) est toujours monotone et on vérifie qu’elle
est décroissante. Comme elle est minorée, elle converge vers ¢ = 1 ou 2, mais ce n’est pas possible. Ainsi, dans ce cas, la suite
n’est pas bien définie.

Exercice I1.7 :
1. f estcroissante sur]—oo,1/2] et décroissante sur [1/2, +ool.
2. Lintervalle [0, 1] est stable par f. Donc on montre par récurrence que pour tout n € N, uy € [0,1]. Puis, (1) est décroissante car
Upt+l — Up = —u%,. Donc (u5) converge vers une limite ¢. De plus, f(¢) = ¢, donc 2=0et¢=0.
3. Lasuite (u5) est toujours décroissante. De plus, si elle convergeait, alors ¢ vaudrait 0 (voir question précédente. Or ¢ < uy <0,
ce qui est une contradiction. Donc (i) tend vers —oo.

4. Onremarque que u; <0, et on peut refaire comme avant, donc () tend encore vers —oo.

1
Exercice I1.8 : On encadre u, : 10" x— 1< [10"x] =10"x, donc x - Ton SUn=x. Ainsi nliIP Up = X.
—+00

Exercice I1.9 :

1. P k>1 ! < 1 ! !
. Pour , S S ————=———.
k27 k(k-1) k-1 k
. . noo1 1 1
2. Lasuite (uy) est croissante car Uy, — Uy = >0,etup <1+ Z —+—-=14+1-—<2.
(n+1)? S k-1 & n

Exercice I1.10:
1 n 1
1. Hop—Hy= Y —z—=-.
k=n+1 k- 2n 2
2. La suite (Hy) est croissante. Si elle convergeait vers une limite finie, alors (Hp;) convergerait vers la méme limite. Or avec la
question précédente, ce n’est pas le cas. Donc nliT Hj, = +o0.
—+00

Exercice II.11:

n
1. Onutilise Newton: 2+v3)" +(2-v3)" =} (Z)zk(\/gnk+ -v3)"k)
k=0

non nk
2 Z ( )2"3 2 qui est bien un entier pair.
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II. Convergence

2. |yl = Isin(g((2+\/§)”+(2—\/§)")— g(z— \/5)”] | = |sin(kn g(z— V3| = [sin(@ - v3)"/2)| - 0car0<2—v3<1.
Exercice I1.12 :

1. upy =cos2nm) =1 letupp1 =cos(@n+1)m) =-1

n—+oo n—+oo

2. (@) cp+1=cpcosf—sysinb et s;+1 = ¢ sinf + s, cos6.

—1. Donc (uy) diverge.

(b) Supposons que (c;) converge. Alors (s;) converge aussi a cause de la premiere égalité, car sinf # 0. Les deux limites c et s
L . . . N 2—2cos(0)
vérifient ¢ = ccos(f) — ssin(0) et s = c¢sin(0) + scos(0). En résolvant le systeme, on trouve c.—(m =0.0rcos(@) #1,
sin
donc ¢ = 0. Puis, s(1 —cos(0) =0, donc s =0. Or +st=1ce qui donne une contradiction.

Si on suppose que (s;;) converge, (c;) aussi a cause de la deuxieme égalité et on retombe sur la méme contradiction.

Exercice I1.13 : Notons ¢, /2 et 3 les limites des trois suites extraites. Comme (ug;;) est une suite extraite de (u2;) et (u3y), elle
converge vers ¢ et £3, donc /] = ¢3. De méme la suite (ug;+3) est extraite de (u25,+1) et (u3y), donc €1 = £2 = £3. D’apres le résultat
du cours, la suite (u;) converge aussi vers ¢7.
ExerciceIl.14 :

1. On commence par montrer par récurrence que |uy,| < k™ |ugl, puis on utilise les gendarmes.
Up+l 1-¢ Up+1 147

i l< 5 donc - < - < 1. On applique alors la

1-¢
2.  (a) Prenonse = - > 0. Il existe N € N tel que pour n= N,

question précédente.

1 1
(b) Lasuite (—) vérifie les conditions de la question précédente, donc — — 07, et 1, — +oo.
u

n Un
(_l)2n+2 (_1)2n+1 -1 (_1)2n+3
Exercice I1.15 : L — Loy = + = <0, donc (L2;) est décroissante. L -L =—+
2T T e 2n+l  @2n+2)@n+1) (L2n) 3 TRl = s
(-12n+2 1 . -1 o . .
= >0, donc (Ly;;+1) est croissante. Loy, +1—Loy = 0. Ainsi les deux suites sont adjacentes. Elles

2n+2  (2n+3)2n+2) 2n+1 n—+oo
convergent donc toutes les deux vers la méme limite. D’apres la question précédente, la suite (L) converge.

Exercice I1.16 :

e Pourn=1, up+1 —up > 0, donc (uy) est strictement croissante.

TS
1 1 1 1 1 1 . L.
e Pournz=1,vyt+1—vp= + - —— =—|— - —| <0, donc (vy) est strictement décroissante.
(n+1)! (+Dn+1)! n-n n\r+1)2 nn+l)
1
e Vp—uUp=———0.
n-n!

Les deux suites sont bien adjacentes et tendent vers une limite ¢ telle que pour tout n €N, u, < ¢ < v, (les inégalités sont strictes car
les suites sont strictement monotones). Supposons par I’absurde que ¢ = 12 avec g € N*. Alors qlug < p-(g—1!< glug+1,0r glug €N

et p---(g—D!eN, ce qui est absurde car on a un entier coincé entre deux autres qui sont consécutifs.
Exercice I1.17 :

b 2 1
1. |22 = 1——+—2 <4 donc by, = O(ay).
an n n
cn  In(n) . .
— = —5— — 0 par croissances comparées donc ¢, = o(ay).
an n
d 5 3
—nzl——+\/———>1doncdn~an.
an 2n n?
w e " u 1
2. =" oet—L=¢"nPIn|1+—]|— +o0.
7 2n wp n
3. (@) up=o(vn); (®) vi = olup).

u In(1+x
4. (a) —"—»10ar¥—>1.
Un

2 2
(b) 11’1(1+ ﬁ) ~ ﬁ
Exercice I1.18 : On utilise les limites :
In(1+
1 tim 20D goyay =
0 x

sin(x) _ (sin)/ (0) = 1

e¥-1

3. lim0 =)0 =1

X—
A
1+x)" -1
4. fim P07 71
x—0
Exercice I1.19:

=(+0M0=1
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II. Convergence

1 1 1 1
1. un+1—un=—ln(n+l)+lnn+—=—In(1+—)+—etvn+1—vn:—ln(l+—
n+1 n n n

1
-2 11
+% x2  x2+x x2 7

1
—ln(1+—
X

1
+ —. Sa dérivée vaut f'(x) = —
b 1

1
+ ——. Défini :[2,+00[— R =
et éfinissons f : [2, +oo[ par f(x)

1 . .
— — =0, donc f est décroissante et (u;+1 — Uy) aussi. Comme

lirf Up+1 — Uy = 0, pour tout n = 2, uy4+1 — Uy = 0 et la suite (1) est croissante. On procede de méme avec (vy,) qui est
n—+o0

X 1
décroissante. De plus, v, —uy = —

0, donc les deux suites sont adjacentes.
n n—+oo

2. On en déduit que (u5) et (v;,) convergent toutes les deux vers un méme réel y (qu'on appelle constante d’Euler). Or, v, =

1
VTV .
m) up n+l-vn NS
1
2yn

3
n up=vVn2+n+l~n23

0) up=In(n+1)=In(n) +In(1+1/n) ~
In(n)

p) un = vIn(n+1)-In(n) =
vVIn(l+1/n) ~ L

H v
—lnn+Hn,donc—n=1+—n 1, donc Hy, ~Inn. On améme mieux: Hy =Inn+ vy =Inn+vy+o(1).
Inn Inn n—+oo
Exercice I1.20 :
a) up=n®+2n+3~n? g e"—e" e
5 5 2 2
by u, o 2moo4n’+3 2 g nop2
"7 3n2-8n+7 3 h Y k~—
11 e 2
C) up= ~— o on+yn+nmi® 1
n+l n i) ——n T~
n nc+1 n
& up=—a~1 i nd+2n  2n
n - Tl L2
L1 ) YV odon T W
n+1 1
e) Up=—F+—5~— K — ~ ——
n? 2" n? ) wvsn T o
4n+1+n3 2 = 1_~L
f) ~4x 2N ) Vnée+l-n= > >
2Ny p vnc+l+n

Exercice I1.21 :

. 1
1. lim wu,=-.

n—+oo 2
y o, L_zbriran-1 3
2 2n3-2n n
3. un—l+§:ﬂ~£ doncun—1+§:£+o(i)
2 n 2m3-2n n? 2 n n? n?
1 1 1

Exercice I1.22 : On remarque que pour tout k € [n+1,2n], < < ,
quequep L J n2+2n" n2+k” nl+n+1

. . 1
termes qui encadrent sont équivalents a —, d’ott u, ~ —.
n n
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n
<up<
n2+2n n2+n+1

. Or les deux
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