Calcul matriciel - Exercices

Exercice 1. On considere des matrices A€ 4> 3(K), B€ #33(K), C€ M32(K), D€ M 3(K), E€ M>2(K) et F € Mys5(K).
Quels sommes/produits de deux de ces matrices peut-on faire? Indiquer les dimensions de la matrice résultat.

Exercice 2. Calculer le produit des matrices suivantes :

2 -1 1 3 1 2 3 4 9 1 1 1
1'A‘(3 2)etB‘(—1 2) U EEE RN D 1 11 -9
3 AT a1 2|07 11 -9 1
2. A=|-2 etB:(—l -2 3) 4 1 2 3 11 -9 1 1
2
2 0 3 0 1 1 4 3 10 -12 -4
3. A=|-1 6 5|etB=|-2 2 5. A=|6 8 5|etB=|-35 42 13
1 -4 2 0 -3 7 20 44 -52 -16

Exercice 3. 1. Soit n e N. Calculer A", avec:
(a)A:(O 1)‘ (b)Az((l) 1) (c)A:(l 1) ) A= cos(@) —sin(@)

0 0 0 0 2 sin(@) cos(0)
01 0
2. SoitneN.Soit B=|0 0 1|etA=I3+B.Calculer B” puis en déduire A".
0 0 O
3. Soit n € N. En s'inspirant de la question 2, calculer A" avec:
2 00 1 2 6 3 1 0
@A=[2 2 0 (byA=|0 1 2 (c)A=]0 3 2
01 2 0 0 1 0 0 3

Exercice 4. Pour toute matrice A € ./, (KK), on appelle trace de Ala somme de ses coefficients diagonaux: tr(A) = i [Al;;.
i=1

Montrer que pour tout A € 4, (K), tr(A") = tr(A).

Montrer que la trace est linéaire: VA, u € K,V A, B € 4, (K),tr(AA+ uB) = Atr(A) + utr(B).

Montrer que pour tout A, B € 4, (K), tr(AB) = tr(BA).

Montrer que pour tout A € .4, (R), tr(ATA) =0 < A=0y,.

Trouver toutes les matrices A, B € .4, (K) telles que AB—BA = 1I,,.

A .

Exercice 5. 1. Montrer que deux matrices symétriques commutent si et seulement si leur produit est symétrique.

2. Montrer que toute matrice carrée est la somme d'une matrice symétrique et d’'une matrice antisymétrique.
Exercice 6. Soientd,dy,...,d, € K des scalaires tous distincts. Déterminer les matrices qui commutent avec diag(dy, do, ..., dy).

Exercice7. 1. Soit M € .4, (K) et (k, 1) € [1, n]*. Déterminer les coefficients [Ex,; M];; et [MEy. ] ;.
2. Déterminer les matrices M € 4, (K) telles que: VA e 4, (K), AM = MA.

Exercice 8. Résoudre les systemes linéaires :

x+y+z—-t = 1 X1+2xp—x3+3x4 = 0 x—-2y+3z-4t = 4
1. X—-y—-z+t = 2 2. Xo+X3—2X4+2x5 = 0 3 y—z+t = -3
x—-y—z—t = 3 2xX1+ X2 —5x3—4x5 = 0 ’ x+3y-3t = -3°
X+2y+z—-4t = 4

Exercice 9. 1. Soit E I'ensemble des matrices symétriques de .4, (C) dont les deux coefficients diagonaux sont égaux.
Montrer que toutes les matrices de E commutent.

. . , . . 1 2
2. Déterminer 'ensemble des matrices qui commutent avec (3 4).

Exercice 10. Calculer les déterminants suivants :

3 -1 2 3 41 i 129 ?1 ; i ; 411 els
D=1 1 -3 Dy=|2 -1 5| D3= Dy = )

) ) L 11 1 4 4 2 1 35 7

2 6 7 3 1 4 7 10
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Exercice 11. Dans chaque cas, dire si A est inversible, puis calculer son inverse le cas échéant :

1 0 1 0 1 2 1 1 1 :}_11_01(1)
1.A=|3 -1 4 2.A=]-1 0 1 3.A=|1 2 1 4. A= 9 1 1 3
2 2 1 1 3 5 0o -1 -1 1 9 11
-5 8 -4
Exercice 12. Soit A € /3(R) vérifiant Al 8 5 8 |=diag(6,6,—5). La matrice A est-elle inversible? Si oui, quelle est
-2 2 9
son inverse?
Exercice 13. Une matrice A € .4, (K) est dite nilpotente s'il existe un entier r > 0 tel que A" =0, ;,.
0 1 0 0
1. Vérifier que les matrices A = ( 0 0) et B= (1 0) sont nilpotentes, mais que A + B et AB ne le sont pas.
2. Montrer que si A est nilpotente, alors A n’est pas inversible.
On pourra raisonner par l'absurde.
r—1
3. Calculer (I, — A) Z AF et en déduire que I, — A est inversible.
k=0
1 1 1 1
. 01 0 1 . . -1
4. Soit M = 00 1 ol Montrer que M est inversible et calculer M~ .
0 0 01
-1 -1 -1
Exercice 14. 1. Soit A=[-1 0 0 [. Calculer A® et en déduire que A est inversible. Déterminer son inverse.
2 0 1
1 0 -1
2. SoitB=[ 0 1 0 |. Calculer B® puis exprimer B> comme une combinaison linéaire de B et B. En déduire que
-1 1 1
B n’est pas inversible.
r 1 1
Exercice 15. Pourtout feR,onpose M(f)=(1 ¢ 1].
1 1 ¢

Pour quelles valeurs de ¢ € R la matrice M(t) est-elle inversible?

Déterminer deux réels a(t) et f(t) tels que M)? = a(t) M(r) + B Is.

Retrouver le résultat de la question 1.

On prend ¢ = —1. Montrer qu’il existe deux suites (ay) et (b;,) telles que pour tout n €N, M(-1)" = a, M(~1) + by, I3.

ok

Montrer que (a,) est une suite récurrente d’ordre 2 puis déterminer son expression.
6. En déduire une expression de M(—1)" pour tout n € N.

Exercice 16. 1. Soit P € .4, (K) une matrice inversible et A € .4, (K). Montrer par récurrence que :

vneN,(PAP~Y)" = panp7L,

1 2 3
2. SoitP=]|0 4 5]|e./;(R). Montrer que P est inversible et calculer son inverse.
0 3 4
1 -8 -11
3. Soit A=|0 -13 —20|.Calculer PAP™".
0 12 18

4. En déduire I'expression de A" en fonction de n € N.

Exercice 17. Soita,bek, J=|: -.. SEJ%n([K)etM:l? el ).
1 - 1 : o

1. Exprimer M en fonction de J et de I,,.
2. Calculer J?, puis en déduire M? en fonction de M et de I,.
3. Pour quelles valeurs de a et b la matrice M est-elle inversible? Donner alors M~ ! en fonction de M et I,,.
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Indications - Solutions

Exercice 1 : On peut faire :
e A+D,AB,DB,EA,ED € ,3(K),
e AC,DC e Mp7(K),
e BC,CEe t3(K),
e CACDe M33(K).

Exercice 2:
3 4 0 -7 2 0 0
L AB_(I 13) 3. AB=|-12 -4 5. AB=|0 4 0
8 -13 0o 0 -2
40 0 0 0
-3 -6 9 0 40 O 0
2. AB=|2 4 -6 4. AB= 0 0 40 O
-2 -4 6 0 0 0 40
Exercice 3 :
n n . . n Lo . a1 2"-1 .
1. (@) A" =022 pour n=2. (b) A" =1, si nestpairet A" = Asinimpair. (c) Parrécurrence, A" = 0 on (d) Par récurrence,
n _ [cos(n@) sin(—n6)
“\sin(nf)  cos(nH)

0 0 1
2. (@ B?’=|0 0 0| etB"=033pourn=3.
0 0 0

T (n n(n-1
(b) B et I3 commutent donc on peut appliquer Newton : A" = Z (k)Bk =I3+nB+ ( 5 )BZ.

k=0
2" 0 0 1 2n 2n(n+2) 3" n3"1 pm-1p3"2
3. (@ A" = n2" 2" 0 b A=]|0 1 2n ©A=|o0 3" 2n3n~1
nn-12"2% panl on 0 0 1 0 0 3"
Exercice 4 :

1. C’est évident car les coefficients diagonaux de A et de AT sontles mémes.
2. Soient A,pu € K et A,B € 4,(K). Pour tout (i, j) € [1, n]z, le coefficient (i, j) de AA + uB est Aa;j + ub;j. D'ot tr(AA+ uB) =

n n n
Z (Aaii +/Jbil' =1 Z aji+p Z bii = Atr(A) +[JtI'(B).
i=1 i=1 i=1
n n n n n n
3. Soient A,Be Mp(K) eti€[1,n]: (AB);; = Y ajpbgi, donctr(AB) =) ) ajebri= Y. Y briajx= Y (BA gk =tr(BA).
k=1 i=1k=1 k=1i=1 k=1

n
4. Soit A€ My(K). Alors (AT A)ji = Z aii, donc tr(AT A) = Z aii : c’est une somme de nombres positifs. Elle vaut 0 ssi tous
k=1 1<i,k<n
les nombres sont nuls, c’est & dire ssi ¥ (i, k) € [1, ]2, “ii =0.
5. Si Aet B conviennent, alors tr(AB — BA) = n. Or tr(AB — BA) = 0 # n. Ce n’est pas possible, donc il n’existe aucune matrices A et
B qui conviennent.
Exercice5:
1. Soient A, B € ., (K). Si A et B commutent, alors (AB)T = (BA)T =A"B" = AB car Aet B sont symétriques. Donc AB € .7 (K).
Réciproquement, si AB €., (), alors AB = (AB) =B' A" = BA, donc A et B commutent.
2. Soit M € 5 (K). On procede par analyse-synthése : si M = A+ S, avec A € @7, (K) et S € ¥ (K), alors Mtop =—-A+S, donc

M+M" M-M"
S= 3 et A=

. On vérifie alors que ces deux matrices conviennent.

n
Exercice 6 : Soit M € 4, (K) et (i, ) € [l,nﬂz. (MD);; = Yy midyj =m;jdj et (DM);j = d;m;j. Ainsi, si MD = DM < VY(i, ) €
k=1

[, n]?, m;jld;—dj) =0 < V(i j) e[l n)?i#j= m;j = 0. Ainsi, 'ensemble des matrices qui commutent avec D sont les matrices
diagonales.
Exercice 7:
1. [EgMljj :6ik[M]lj et [MEy 11i; :5lj[M]ik-
2. Supposons que M vérifie la condition. En particulier, si (k, i) € [1, n]? avec i # k et I € [1,n], alors [Ex,iMlj; =0=[MEy 1 =
[M] ;. Autrement dit M est diagonale. De plus, [Ey ; Mly; = [M];; = [ME} ;1x; = [M]gy, donc c’est une matrice scalaire. Réci-
proquement, on vérifie que les matrices scalaires vérifient la condition.
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Exercice 8 :

3 1 3 1
1. S= {(—,—l—z,z,——),zeR} = (—,—1,0,——)+Vect((0,—1,1,0)).
2 2 2 2

17 5 1
2. §S= {(3X3 + Ex5,—x3 - §x5,x3, gx5,x5) ,X3, X5 € IR} =Vect((3,-1,1,0,0),(17,-10,-0,1,6)).

3. S=¢.

Exercice 9:

a b
1. E= { ( b a) ,a,be C}. On calcule tout simplement le produit de deux matrices de E dans les deux sens et on voit qu’on obtient

le méme résultat.

a+2c=a+3b
b+2d=2a+4b
3a+4c=c+3d
3b+4d=2c+4d

2. On cherche (a
c d

b . 1 2 s . . . .
qui commute avec . En écrivant les deux produits, on obtient 4 équations :

3 4

2
2 1 2 - —

quidonne a=-c+deth= 56' Ainsi, 'ensemble des matrices qui commutent avec (3 4) est {( c+d 30),c,d € K} =
d

e |

Exercice 10: Dy =28, Dy = -1, D3 =—-15et D4 =0.

Vect

9 -1 -1
Exercice 11: 1. det(A) = —1 donc A inversibleet A™' = [ -5 1 1 | 2. Pas inversible : par exemple, C; + C3 = 2C». 3. det(A) = -1 et
-8 1
1 -2 -1 2
1 1 1 -1 -1 2
A‘1=(—1 1 o) 4.det(A)=6etA™ =|_4 7 3 _9
1 -1 -1 7 1 7
0 — -
2 2 2

-5 8 -4 -5/6 4/3 4/5
Exercice 12: Oui, et A~ = ( 8 5 8 )diag(l/ﬁ,l/ﬁ,—l/S) = ( 4/3 5/6 —8/5).

-2 2 9 -1/3 1/3 -9/5
Exercice 13:

) 1 0) . . ) .
1. On calcule A% = B? = 02,2 et A+ B = I» dont toutes les puissances valent I» et AB = ( 0 O)' qui restent inchangée en mettant a
la puissance.

2. Si A était inversible, alors (AA™Y)" = I et (AA™H)" = A"(A™1)" =0,,,, car Aet A~' commutent.

r-1 r=1
3. (In-A) Y. A¥=T1,donc (I,- 471 = Y Ak,
k=0

k=0
o -1 -1 -1 1 -1 -1 0
. _ 10 0 0 -1 3 _ . . -1_ 2 |0 1 0 -1
4. Soit M =13—A,avec A= 0 0 0 0 .Or A” =044, donc A estnilpotente. Puis, M~ ~ = [+ A+ A° = 0 o 1 0
0 o 0 0 0 o0 0 1

Exercice 14 :
1. A3=—I3, donc (-A*)A=I3: Aestinversible et A~} = — A2,

4 -3 -4
2. B3= ( 0 1 o0 ) B3 =3B? - 2B. Ainsi B(B®> —3B - 213) = 03 3. Si B était inversible, on aurait B —3B — 213 = 0, ce qui n'est
-4 4 4
pas le cas. Donc B n’est pas inversible.

Exercice 15:
1. On calcule det(M(t)) = (t— 1)(1?2 +t-2)=(t- 1)2(t+ 2). Donc M(t) est inversible ssi t ¢ {1, —2}.
2. On calcule M(1)? et on trouve a(f) = 2t +1 et a()t+p() = 1% +2, donc B(2) = —2—t+2.

3. Sit=1o0ut=-2,alors (¢t) =0,donc M(©)? = a()M(0) et M(t)(M(t)—a(t)I3) = 0. Si M(¢t) était inversible, alors M(t)—a(t) I3 =0
donc M(t) = a(t) I3, ce qui n'est pas le cas. Donc M(f) n’est pas inversible.

1
Si t¢{1,-2}, alors %M(t) (M(t) — a(t)I3) = I3, donc M(¢) est inversible.
4. Notons que a(—1) = —1 et f(—1) = 2. On construit (a,) et (by) par récurrence :
e Onposeag=0etby=1.

« Soit n € Netsupposons que ay, ..., ap, by, ..., by sont déja définis. Alors ME1D"H = M- (apM(-1)+byp13) = ap(-M(-1)+
2I3)+ by M(-1) = (—ayn + by) M(—1) + 2a, I3. On pose alors a,+1 = —an + by et b1 =2ay.
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o Soit neN.Alors an+2 = —an+1 + bp+1 = —an+1 +2ay et (ay) est bien récurrente d’ordre 2.

1 —2)"
On trouve I'expression de (a;;) avec la méthode du cours sur les suites: VrneN, a, = = — ¢ 3) .
1 (2" 1 (-2 . : . n
e Comme pourtoutneN, by =a, = 3 ,onapour n>0, by, = 3" 3 Ce qui donne I'expression de M(-1)
voulue.
Exercice 16 :

n+l1
1. Initialisation: (PAP™1)? =1, et PA°P~ = P1,,P~! = I,,. Hérédité : (PAP_I) =PpA"p lpap~l = pa™tipTL,

1 1 -1
2. On fait le pivot de Gauss : pl= (0 4 —5).

0 -3 4
0
0l
3
1 2™2_6x3"+2  5x2"-8x3"+3
4. A"=p71p"p=p ldiag(1,2",3"P=|0  2""*_5x3"+] 5x2M2 _20x 3" |.
0 —3x2"244x3"1  _15%x2"4+16x3"

10
3. pAP ' =|0 2
0 0

Exercice 17 :
1. M=bJ+(a-bIy.
2. 2=|: .. :|=nJ donc M? =b?J% +2b(a—b)] +(a—b)*I, = (nb+2(a—b)b] + (a—b)*I, = (nb+2a—2b)M — (a— b)* +
nb(a— b))I,.

1
3. M(—M+(nb+2a-2b)I,) = ((a—b)2+nb(a—b))1n. Si (a—b)®+nb(a-b) #0,alors M estinversibleet M = ———— (~ M+
(a-b)%2+nb(a-b)

(nb+2a-2b)Iy). Sinon, si M était inversible, on aurait M = (nb+2a—2b)I;, donc forcément b =0 et a = 2a, donc M =0y, ce
qui n’est pas le cas.
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