I. Dérivabilité

Dérivabilité - Exercices

I. Dérivabilité

Exercice I.1. On souhaite démontrer que sin et cos sont dérivables sur R et que sin’(x) = cos(x) et cos’(x) = —sin(x).

/4
On se place pour cela dans le plan muni d'un repere orthonormé (O, I, J). Soit h € ]0, 1 [ On note M le point du cercle
trigonométrique d’abscisse curviligne h et N le point d’intersection de (OM) avec la droite d’équation x = 1.

1. Quelles sont les aires des triangles OIM et OIN en fonction de h?

2. Quelle est I'aire du secteur angulaire définit par I'angle h?

P sinh . . sinh
3. En déduire que cosh < I < 1 puis montrer que }llm 5 - 1.
-0
- 2 .2 . cosh-1
4. En utilisant cos” +sin“ = 1, montrer que }llm — = 0.
—0
5. En utilisant les formules d’addition, montrer que sin et cos sont dérivables sur R et que sin’ (x) = cos(x) et cos’ (x) =

—sin(x).

Exercice I.2. Pour chacune des fonctions réelles suivantes, déterminer 'ensemble de définition et 'ensemble sur lequel
la fonction est dérivable (sans se préoccuper de I'étude aux bornes).

1. fi:x— e*In(sin(x)); 4. fr:ix—V11-x%;

1-x
2. 1 X — arccos ; 5. X .
f2 (l+x) fs 1+ x|

3. fy:x—In(x* —3x+2));

1-cosx
Exercice I.3. 1. (a) Donnerl’ensemble de définition de la fonction f définie par f(x) = ———.

(b) Peut-on prolonger f en une fonction continue sur R? Si oui, le prolongement obtenu est-il dérivable sur R? Si
oui, la dérivée est-elle continue sur R?

2. Mémes questions avec g(x) = x* sur R*.

R — R
Exercice L.4. 1. Lafonction f: . = {2362 +x+2 six<1 est-elle dérivable sur R?
2 +3x+1 six=1
2. Lafonction f définie par f(x) = cos(v/x) est-elle dérivable sur R* 2 Si oui, sa dérivée est-elle continue?
R* — R
3. Trouver a€ Ret a € R} tels que f: . {a\/} six<a soitdérivable sur R} et sa dérivée continue.
X¥*+12 sixza

I1I. Rolle et accroissements finis

ExerciceIL.1. Soit f:R — R une fonction dérivable. Montrer que si f’ ne s’annule pas, alors f n’est pas périodique.

Exercice I1.2. Soit n =1 un entier naturel et f : R — R dérivable. On suppose que 'équation f(x) =0 a n solutions dans R.
1. Montrer que I'équation f’(x) = 0 a au moins 7 — 1 solutions dans R.

2. Soit @ € R. On pose g: x — e** f(x). Montrer en utilisant g que I'équation a f(x)+ f'(x) = 0 a au moins n—1 solutions
réelles.

3. Soit k € [0,n— 1]. On suppose que f est k fois dérivable sur R. Montrer que f(k) (x) = 0 a au moins n — k solutions
réelles.

Exercice I1.3. Montrer les inégalités suivantes :
X b-a b—a
1.VxeR,|sinx| <|x|; 2.Vx€]0,1[,arcsinx < ; 3.Va,beR,,a<b> 5 <arctanb — arctana < —
1— 2 1+b l1+a

1 1
Exercice II.4. Déterminer la limite lorsque x tend vers +oco de (x+1)ex1 —xex.
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II1. Dérivations successives

Exercice II.5. Soit f une fonction de classe € sur [0,1] telle que f'(x) > 0 pour tout x de [0, 1].
1. Montrer qu'il existe unréel A >0 tel que: Vx € [0,1], f'(x) = A.
2. En déduire que si f(0) =0 alors: Vx € [0,1], f(x) = Ax.

Exercice I1.6. Soit f : R — R une fonction dérivable telle que f(x) — ¢. Montrer qu'il existe c € R tel que f’(c) = 0.
X—*00
On pourra considérer la fonction g : x — f(tan(x)).

Exercice IL7. Soit f:[0,1] — R de classe ¢ et telle que f(0) = f'(0) =0 et f(1) =
Montrer qu’il existe un point M de ¢ tel que la tangente a ¢y en M passe par O.
On pourra appliquer le théoréme de Rolle a la fonction g : x — &
X
Exercice IL.8. Soit f:[0,1] — R de classe € et telle que £(0) = f'(0) =0 et £(1)f'(1) <O0.
Montrer qu’il existe ¢ €]0,1[ tel que f'(c) =0
n

1
Exercice IL.9. Soit a €]0,1[. On pose u, = ) T pour tout entier n > 0.
k=1

1- l1-a
1. En utilisant 'IAE montrer que : Vk € N*, <k+D O flr<c——,
(k+1)e k%
1
2. En déduire un encadrement de %@ pour k = 2.
3. En déduire un équivalent de un lorsque n tend vers +oo.

4. Donner un équivalentde 1 + — lorsque n tend vers +oo.

1
\/_ \/_ "

ln(b) - ln(a) 1
Exercice II.10. Soient a,b € R tels que 0 < a < b. Montrer que : E _—

b-a Z'
2n 1
Endéduirelalimite: lim ) —.
n—+oo k
k=n+1

III. Dérivations successives

Exercice ITI.1. Calculer les dérivées n-ieme des fonctions (o1 n € N*) :
L f(x)=x*Q+x)" 2.gx)=x""lnx 3. h(x)=x*e™*
Pour £, on pourra commencer par calculer /', k", h'¥, puis procéder par récurrence.
R — R
Exercice II1.2. 1. Lafonction f: - {2 +x six=0 est-elle ¥’ surR?et %2
e“+1 six<0
R — R
2. Soit f: o { ax*+bx+c six=1 . Pour quelles valeurs de a, b, ¢ 1a fonction f est-elle de classe %2 Est-elle
e’ six<1
alors de classe €2

Exercice II1.3. Montrer que la fonction sh est une bijection de R sur R. On note argsh sa fonction réciproque. Justifier que
argsh est de classe 4’ sur R et calculer argsh’.

Exercice IIL.4. Soit f une fonction de classe ¢ sur [a, b] et n+ 1 fois dérivable sur | a, b[. On souhaite montrer qu'il existe
c€la, bl tel que:

1 (n) (n+1)
fb)=f@+f'(@b- a)+f() a)2+...+¥(b—a)”+%(b—a)”“
f”“)(a) f“”“(c) _nsl
Z k! a’+ r PO

C’est la formule de Taylor-Lagrange.

1. Ecrire la formule pour 7 = 0 et la démontrer.
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IV, Applications

0 (a) k 1
2. Justifier qu'il existe A€ R tel que f(b) — Z a b-a)*-—Ab-a)""' =0.
k=0
n (k)
On pose g(x) = f(b)— )_ UAC) (b-x)k—Ab-x)"*,

k!
k=0
3. Justifier que g est continue sur [a, b] et dérivable sur ] a, bl.
4. Montrer qu’il existe c €]a, b tel que g'(c) =0.

5. En déduire la formule de Taylor-Lagrange.

IV. Applications

1
Exercice IV.1. Soit f : R\ {-1} — R la fonction définie par f(x) = Tox et (uy) la suite définie par uy = 1 et pour tout
X
neN, up1 = f(up).
1. Etude de f.

(a) Etudier les variations de f-

; ])

—11].

2

1 4
E) 1] ylf’(x)l = 5'

(d) Justifier que I’équation f(x) = x a une unique solution a dans [0, +ool.

2. Etude de (u,,) : premiére méthode.
; ]
- 11.
2

(b) Montrer que (u2,) est décroissante et (u2,+1) est croissante.

(b) Déterminer f (

(c) Montrer que:Vxe

(a) Montrer par récurrence sur n que: VneN, u, €

(c) En déduire que (u,) converge vers a.

3. Etude de (u,,) : deuxieme méthode.

4
(@) Justifierque:VneN,|u, —al < §|un— al.

n
(b) Montrer par récurrence sur nque: VneN,|u, —al < (5) .

(c) En déduire la limite de (u;,).

(d) Pour quelle valeur de n le terme u,, donne une valeur approchée de a 2 10~ pres?

Exercice IV.2. On considere la suite (u,,) définie par 1 €

4
0,-
3

1
etpar:VneN,uy1 = 5(4— ui).

1. Montrer que: VneN,u, €

4
0,-1.
3

2. Al'aide de I'TAE montrer que (i) converge vers 1.

Exercice IV.3. On considére I'équation (E) : (x—1)e* +x =0.

1. Montrer que I'équation (E) admet une unique solution réelle a et déterminer sa partie entiere.
Un
2. On considere la suite (u,) définie par uy =0 et pour tout n €N, uy,41 = el
e n
ex

(a) En étudiant la fonction f(x) = o1 montrer que la suite (u,) converge vers a.

e

1

(b) Montrerque:VneN,|u,+ —al < Z'u" —-al.

1
(¢) Endéduire que:VneN,|u,—al< YT

Exercice IV.4. Etudier les suites récurrentes définies par :

Un 2.3
1. u0=1etVn€N,un+1=—2. 3. up=0etVneN, u :L
1+un . 0 yUn+1 2(un+1)'

2u
2. up=letVneNup = —. 4. up=1etVneN, upq = — .
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V. Convexité

Exercice IV.5. FEtudier completement les fonctions suivantes (ensemble de définition, régularité, variations, limites, pro-
longements éventuels, asymptotes, tracé) :
1 ¥ -2x-1 1 1
l.f(x):ln(Z—eX) 2.8(x)=————ex 3. h(x)=x*
X
Exercice IV.6. On définit ¢ : [0,27] — [0,27] et ¢ : [0,271] — R par ¢(t) =t —sint ety (¢) =1—cost.

1. Montrer que ¢ est € sur [0,27] et qu’elle admet une fonction réciproque ¢! qui est continue sur [0, 27] et déri-
vable sur 10,27 ].

2. On définit f:[0,27] — R par f(x) = wo¢ ' (x). Justifier que f est continue sur [0, 27] et dérivable sur 10, 27].
3. Etudier les variations de f sur [0,27].

4. Déterminer 1im+ f "(x). Que peut-on en déduire?
x—0

5. Calculer @ (27 — ¢! (x)) puis ¢! (27 — x) et en déduire que % est symétrique par rapport a la droite x = 7.
6. Tracer I'allure de €.

V. Convexité

Exercice V.1. Soit f: I — R une fonction dérivable sur I.

1. On suppose que f est convexe sur I.

SO-fl@ _fB)-f@ _ fb)-f©)

(a) Montrer que pour tout a,b,ce [aveca<c<b,ona: < <
c—a b-a b—c

On commencera par faire un dessin.
(b) En déduire que f’ est croissante sur I.
2. Onsuppose que |’ est croissante sur I.

(a) Soita,be Iaveca< b.On considere lafonction g:t€[0,1]— tf(a)+(1—1)f(b)— f(ta+ (1-1)b). Justifier que
g est dérivable sur [0,1] et que g’ est monotone sur [0, 1].

(b) En déduire que g est d’abord croissante puis décroissante sur [0, 1].
(c) En déduire que f est convexe sur I.
=y e*+eY
z < .
2

Exercice V.2. 1. Montrerque: Vx,yeR, e

Ty 2
2. Montrer que pour tout x € [(), 5], —x <sin(x) < x.
b/

+
3. Montrer que: Vx,y > 1, /In(x)In(y) sln(¥),

4. Soit n = 2. Montrer que pour tout x = -1, (1+ xX)"=1+nx.

Exercice V.3. Soit f, g € #(R,R) deux fonctions convexes. On suppose que g est croissante. Montrer que go f est convexe.
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