I. Dérivation

Chapitre 17 : Dérivabilité

Dans tout le chapitre, I est un intervalle de R.

I. Dérivation

I.1. Dérivabilité en un point

Définition I.1. Soit f: [ - Reta#xel.

* Le taux d’accroissement de f entre a et x est la quantité

fx) - fla) _ fla)—fx)

X—a a—Xx

¢ On dit que f est dérivable en a si le taux d’accroissement admet une limite finie lorsque x tend vers a. Cette
limite est appelée nombre dérivé de f en a et est notée f'(a) :

fx) - fa) — lim f(a+h)—f(a).

/ .
a) = lim
fla x—a x-—a h—0 h
Remarques 1.  Si d(¢) est la distance parcourue par un mobile en fonction du temps, alors d'(ty) est la vitesse

instantanée du mobile a 'instant ;.
¢ Dans la définition, on passe d'une limite a ’autre en posant x = a + h : lorsque h — 0, on a bien x — a.

» La taux d’accroissement de f entre a et x est le rapport entre I'accroissement des ordonnées Ay et des abscisses
Ax. C’est la pente de la droite qui passe par les deux points (a, f(a)) et (x, f(x)) de la courbe €.

e Le nombre dérivé, lorsqu'il existe, est la limite des coefficients directeurs des droites précédentes lorsque x tend

Ay _dy

vers a: lim — =

—— qui est la notation de Leibniz.
Ax—0AXx dx

Définition I.2. Si f: I — R est dérivable en a, la droite tangente a ¢y au point d’abscisse a est la droite d’équation

y=f@x-a)+f(a.
C’est la droite de pente f'(a) qui passe par le point (a, f(a)) € <gf,

Remarque I.2. La droite tangente est la droite «limite » des sécantes a la courbe. Lorsque cette droite limite est verticale,
la fonction n’est pas dérivable et la limite des taux d’accroissement vaut +oo.

Comme le montre la proposition suivante, la droite tangente et la courbe ¢ se « confondent » au voisinage de a.

PropositionI.1. Soit f:I—Retac 1. Alors f est dérivable en a ssi il existe L € R tel que:

fx) = fl@)+AMx—a)+o(x—a).

—a

De plus, si f est dérivable, A = f'(a) et on dit que f admet un développement limité i Uordre 1 en a.

Proposition I.2. Si f: I — R est dérivable en a, alors elle est continue en a.

Remarque I.3. Attention : la réciproque est fausse. En effet, la fonction f(x) = |x| est continue en 0, mais n’est pas déri-
vable en 0.

Définition I.3. Soit f: I — Ret ac I al'intérieur de I. On dit que f est dérivable a droite (resp. a gauche) en a sile taux

fx)-fla)

d’accroissement admet une limite finie a droite (resp. a gauche) en a. On note alors fl;(a) (resp. fg’,(a)) la

x—a
dérivée a droite (resp. a gauche) en a.
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II. Théorémes fondamentaux

Proposition 1.3. La fonction f : I — R est dérivable en a si et seulement si elle est dérivable a gauche et a droite en a et
fi@) = fg(a).

Remarque I.4. Lorsque f est dérivable a gauche et a droite en a, ¢y admet deux « demi-tangentes » au point d’abscisse a.
Si les valeurs des dérivées ne coincident pas, alors la courbe a un point anguleux.

Définition I.4. On dit que f: I — R est dérivable sur I si elle est dérivable en tout point de I. La fonction x — f’(x) est

d
appelée fonction dérivée de f, et se note f', ou encore d_f
X

I.2. Opérations sur les dérivées

Proposition 1.4 (Linéarité de la dérivée). Soientu,v:I— R dérivablesenac I et A, u € R. Alors la combinaison linéaire
Au+ pv est dérivable en a et (Au+ pv)' (a) = Au'(a) + uv'(a).

Proposition 1.5. Soientu,v: I — R dérivables en a. Alors :

o la fonction uv est dérivable en a et (uv)'(a) = u'(@)v(a) + u(a)v'(a) ;

1 1y vl
o siu(a) #0 alors — est dérivableen a et (—) (@) =- uz(a) d
” u u*(a)
!/ ! - '
e siv(a) # 0 alors Y est dérivable en a et(z) (a) = . (a)v(a)2 o (“)'
5 v v-(a)

1.3. Dérivée des fonctions composées

Proposition 1.6. Si f est dérivable en a et g est dérivable en f(a), alors go f est dérivable en a et

(goN(@=fag'(f(a).

d d
Remarque I.5. En utilisant la notation de Leibniz : y = f(x) et z = g(y), on obtient f'(x) = d—z, gy = d—z et(gof)(x)=

y
dz dz dz dy
a,donca_d—yxﬁ.

L.4. Dérivée des réciproques

Soit f: I — J une fonction continue et bijective. Soit g : ] — I sa bijection réciproque. Prenons xg € I et yp = f(xo).

1
Proposition 1.7. Si f est dérivable en xg et f'(xo) # 0, alors g est dérivable en y, et g’ (yo) = m
X0

De plus, la tangente a6 en yo est symétrique a la tangente a6y en Xo.

Remarque 1.6. On peut aussi écrire (f 1) (y) =

1
it
II. Théoremes fondamentaux
I1.1. Extrema d’une fonction
Définition II.1. Soit f: I — Retae I. Lafonction f admet:

e un maximumlocalenasi:da>0|Vxel,|[x—al<sa= f(x) < f(a);

e un minimumlocalenasi:da>0|Vxel,|x—al<sa= f(x)= f(a).
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II. Théorémes fondamentaux

| Proposition IL.1. Soit a a Vintérieur de I. Si f est dérivable en a et admet un extremum local en a, alors f'(a) = 0.

| Définition I1.2. Soit f: I — R dérivable en a € I. On dit que a est un point critique de f si f'(a) = 0.

Remarques I1.1. « Attention, la réciproque est fausse : la fonction f(x) = x° vérifie f "(0) = 0, mais 0 n’est pas un extre-
mum local.

e Si a est une borne de I, on n’a pas forcément f’(a) = 0. Par exemple, f(x) = x définie sur [0, 1] admet un maximum
local en 1, mais f'(1) =1 £0.

 Si f est continue et dérivable sur I = [a, b], alors on sait qu’elle est bornée et atteint ses bornes. Pour déterminer

sup f et [ing] f, il suffit de comparer les valeurs de f aux points ol1 f’ s’annule et en a et en b.
la,b] a

I1.2. Théoréeme de Rolle

Théoréme I1.2 (Théoréme de Rolle)

Soit f une fonction continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b| et telle que f(a) = f(b). Alors il existe c €]a, b| tel que

f'c)=0.

I1.3. Théoréme des accroissements finis

Théoréme I1.3 (Théoréme des accroissements finis)

Soit f continue sur [a, b] et dérivable surla, b|. Alors il existe c €]a, bl tel que f'(c) =

fb)-fla)
b-a

Remarque IL.2. Le théoréme affirme qu’il existe une tangente a ¢ qui est parallele a la droite passant par (a, f(a)) et

(b, f (D). Cette droite a pour équation y = W (x—a)+ f(a).

Le théoreme de Rolle est un cas particulier du TAF car la droite est horizontale.

Théoréme I1.4

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I.
1. f estcroissantesurI < VxelI, f(x) = 0.
2. f estdécroissante surl < Vxe€l, f/(x) <0.

3. f estconstantesurI < VxelI, f'(x)=0.

Remarque I1.3. En particulier, deux primitives d'une méme fonction different d'une constante.

Proposition I1.5 (Caractérisation de la stricte monotonie). Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I. La fonc-
tion f est strictement croissante sur I si et seulement si pour tout x € I, f’(x) >0 et l'ensemble {x € I | f’(x) =0} ne
contient pas d'intervalle non trivial.

Remarque IL.4. En général, on utilise que si f’ est strictement positive (resp. négative) sur I sauf en un nombre fini de
points de I alors f est strictement croissante (resp. décroissante) sur I.
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II1. Dérivées successives

Théoréme I1.6 (Limite de la dérivée)

Soit f une fonction continue sur un intervalle I et dérivable sur I\ {a}. S’il existe ¢ € R tel que )lcln}l f’(x) = /¢, alors

lim L0 =S@ _

x—a x—a

Si de plus, ¢ est un réel, alors f est dérivable sur I, f'(a) = ¢ et f' est continue en a.
Si ¢ = +oo, alors ¢y admet une tangente verticale en a.

Remarque IL5. e Si festdeplus €’ surI\{a} et £ €R, alors f est € sur I.
« Attention, f peut étre continue et dérivable sur I, de classe € sur I\ {a} sans étre de classe ¢ sur I. Par exemple

1
f(x) = x*sin T avec f(0) =0.
I1.4. Inégalité des accroissements finis

Corollaire I1.7 (Inégalité des accroissements finis). Soit f continue sur [a, b] et dérivable sur]a, bl.

f-fx) -
y—x

2. S'il existe M = 0 tel que pour tout x €]a, b|, If'(x)l <Malors:Vx,y€la,bl, | f(y)—f(x)| < Ml|y—x|.

1. S'ilexiste m et M tels que pour tout x €la, b[, m < f'(x) < M, alors :Vx,y € [a,b], avecx # y, m < M.

Définition I1.3. Soit f: I — Ret K = 0. On dit que f est K-lipschitzienne sur I si:

V(x,y) € 2,1 f(x) - f(1)| < Klx—yl.

Remarque I1.6. Soit f: I — I une fonction K-lipschitzienne. On suppose que K € [0, 1[ et £ € I est un point fixe de f. Sion
considere la suite (u,,) définie par ug € I et pour tout n =0, u,41 = f(u,), alors pour tout n = 0,

ltn1 =€ =1f(un) — f(O] = Klup—2|.

Par récurrence, on trouve |u,, — | < K"|ug — ¢|. Comme K € [0,1[, on a donc u,, — ¢.

Proposition I1.8. Soit f: 1 —R.
1. Si f est K-lipschitzienne sur I, alors f est continue sur I.

2. Si f est dérivable sur I et f' est bornée sur I par une constante M = 0, alors f est M -lipschitzienne sur I.

Remarque I1.7. Une fonction de classe €' sur [a, b] est lipschitzienne car sa dérivée est continue sur un segment donc
bornée.

III. Dérivées successives

IL1. €"

Définition ITL.1. Soit f une fonction définie sur I.
o Si f est dérivable sur I, on note f’ sa dérivée.

« Si f’ est dérivable sur I, on note f” sa dérivée. C’est la dérivée seconde de f.
n

! csifl ..., f"7D existent sur I et

« Par récurrence, on définit la dérivée n-ieme de f notée f ou encore PP
X

f=Y est dérivable, alors £ = (f(”_l)),.

On dit que f est de classe ¢ sur l'intervalle I si f admet une dérivée n-iéme qui est en plus continue. On note 4" (I, R)
I’ensemble des fonctions de classe %" sur I. C’est un sous-ensemble de % (I, R).
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IV, Fonctions a valeurs complexes

1
Remarque III.1. Attention, une dérivée n’est pas forcément continue. Par exemple f(x) = x?sin— prolongée en 0 par
X

f(0) =0 est continue et dérivable sur R, mais sa dérivée n’est pas continue.

Définition I11.2. On dit que | est de classe € si elle est de classe € pour tout 2 € N.

Exemples II1.1. Les fonctions polynomiales, x — e*, x — Inx, x — sinx, x — cosx, x — tanx sont " sur leur ensemble
de définition.

Proposition III.1. Une combinaison linéaire, un produit, un quotient bien défini, une composition de fonctions de
classe 6" est de classe €". De plus, si f,g€ €"(I) et A€ R,

1. (f+g)(n) :f(n) +g(n)

2. A" ="

n

3 (fo”=% (Z)f(k)g(”_k) (formule de Leibniz).
k=0

Remarque IIL.2. 1l 'y a pas de formule pour la dérivée n-iéme d'une composée.

III.2. Régularité de la réciproque

Proposition IIL2. Soit f : I — ] une fonction continue et bijective. Si f est€" et f' ne sannule pas sur I, alors f~* est
€" sur].

IV. Fonctions a valeurs complexes

x)—f(a

Définition IV.1. Soit f: I — C et a € 1. On dit que f est dérivable en a si )lcm}l J =@ existe et est finie. On note
- xX—a

alors cette limite f'(a) € C.

On dit que f est dérivable sur I si elle est dérivable en tout point de I.

Proposition IV.1. Soit f: I — C. Alors f est dérivable sur I ssiRe(f) etIm(f) sont dérivables sur I.
On aalors : Re(f)) =Re(f") er Im(f))" = Im(f").

Remarque IV.1. Les propositions sur les sommes, produits, quotients de dérivées restent vraies pour les fonctions a va-
leurs complexes.
Le théoreme de Rolle ne s’étend pas au cas des fonctions a valeurs complexes.

Proposition IV.2. Soit f : [a, b] — C une fonction continue sur [a, b) et dérivable surla, b[. Si|f'| est majorée par un réel
M, alors f est M-lipschitzienne sur [a, b].

V. Fonctions convexes

Lemme V.1. Soitx,y€Ravecx <y.Alors[x,yl ={tx+ (1 -0y, t€0,1]}.

N

z— z— -
Démonstration. o c:soitze[x,yl.SoitteR:z=tx+(1-0y < t= _y. Posons donc t = < = ;} P Commey = z et
x=y -y -
y>x, 120 Commez=x,-z<-x,doncy—z<y-xett<1.Donctel0,1],etz€{tx+(1 -1y r€[0,1]}.

<

o o:soitze {rx+(1-0ytel0,11}. Il existe t € [0,1] tel que z = tx+ (1 —-1)y. Commex<yerl-1t=0 (1-Dx<(1-0yer
tx+(A-tx<tx+(1-t)y,doncx<z.Puis, t =0,donctx<ty,donctx+(1—-t)y<sty+(1—-t)ydoncz<y.Douze[x,Yl.
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V. Fonctions convexes

Définition V.1. Soit f: I —R.

¢ Ondit que f est convexe sur I si:
V(x,y) € I2,Yte[0,1], f((1-Dx+ty)<A—1)f(x)+tf(y).
* Ondit que f est concave sur [ si:

V(x,y)€ I’,Yte[0,1], fA-Dx+ty)=A-Dfx)+tf().

Remarque V1. f est concave si et seulement si — f est convexe.

Proposition V.1. Soit f : I — R une fonction convexe et a,b € I avec a < b. Le graphe de f est situé en-dessous de sa
sécante sur l'intervalle [a, D] et au-dessus a l'extérieur.
Side plus f est dérivable, alors le graphe de f est au-dessus de ses tangentes.

b) - b) -
Démonstration. La sécante a pour pente w donc a une équation de la forme y = f()fi(a)x + p. Comme le point (a, f (a))
b b- b b-f(b
est sur la sécante, on a f(a) = fh=fla )u+pd oncp = flob-a-jba+faa = f@b-f( )a.
" -f@  f@b-fia " b ba
. . , o a a)b— a -Xx X
Soit (x,y) un point de la sécante : y = b a X+ b a —f(a)b_a+f(b)b
, , , x-b b-x xX—a
o Premier cas : x € [a,b]. 1l existe t € [0,1] tel que x = ta+ (1 — t)b. En isolant t, ona t = b -Db-a etl—t= b Donc
y=tf(@+1A-0fb) = f(ta+(1-1)b) = f(x) par convexité.
Donc € est au-dessous de sa sécante sur [a, b).
-b
e Deuxieme cas : x € |b,+oo[nI. Alors b € [a, x] : il existe t € [0,1] tel que b = ta+ (1 - t)x. On trouve t = ;C et(l1-1) = ~—a’
b) t b
Parconvexltef b)<tf(a)+(1—t)f(x) doncf(x)>f( 2‘ lf_(at) (l—t>00arb>a),puisf(x)zz f )—x_aZ_Zf(“):

Donc ‘za; est au—_dessus de sa sécante sur [b,+oo[N].
o On procede de méme sur]—oo,alnI.
Supposons maintenant que f est dérivable sur I. Soit a € I a l'intérieur de I (si a est une borne, on ne regarde que d’'un coté de a).
Soit x €]a,+oo[NI et soit h > 0 tel que a < a+ h < x. D'apres la premiére partie de la proposition, € est au-dessous de sa sécante sur
la,x]: fla+h) < f( )+hf(x) f(a. Donc fla+ h})l—f(a) < f(xi—ja”(a) . En passant a la limite quand h — 0 :f'(a) < M

f (@x-a)< fx) - fla) (carx— a>0)etf(x)= f’(a)(x— a) + f(a). Donc € est au-dessus de sa tangente surla, +oo[ﬂI
fx) - f(a) fla+h) - f(a)
donc >
x—a h
, donc f'(a)(x—a) < f(x) - f(a) (x—a <0), et donc f(x) =

1 (u)(x a) + f(a). Donc € est au-dessus de sa tangente surla, +oo[m[ g

On procede de méme si x €]—oo, alnl :onprend h <0 tel que x < a+h < a. On obtient f(a+h) < f(a)+h

f(x) f(a (h < 0). On prend la limite quand h — 0 : f'(a) = f(x) f(

Théoreme V.2
Soit f : I — R une fonction deux fois dérivable.

f estconvexe surl < Vxel, f'(x)=0.

Exemples V.1. 1. La fonction exponentielle est convexe sur R car sa dérivée seconde est positive. Son graphe est donc
au-dessus de sa tangente au point d’abscisse 0, qui a pour équation y = x + 1. Autrement dit, Vx € R,e* = x + 1.

2. La fonction logarithme est concave sur R’ car sa dérivée seconde est négative. Son graphe est au-dessous de sa
tangente au point d’abscisse 1. Autrement dit, Vx € R}, In(x) < x— 1.
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