I. Dérivabilité

Dérivabilité - Exercices

I. Dérivabilité

Exercice I.1. On souhaite démontrer que sin et cos sont dérivables sur R et que sin’(x) = cos(x) et cos’(x) = —sin(x).

/4
On se place pour cela dans le plan muni d'un repere orthonormé (O, I, J). Soit h € ]0, 1 [ On note M le point du cercle
trigonométrique d’abscisse curviligne h et N le point d’intersection de (OM) avec la droite d’équation x = 1.

1. Quelles sont les aires des triangles OIM et OIN en fonction de h?

2. Quelle est I'aire du secteur angulaire définit par I'angle h?

P sinh . . sinh
3. En déduire que cosh < I < 1 puis montrer que }llm 5 - 1.
-0
- 2 .2 . cosh-1
4. En utilisant cos” +sin“ = 1, montrer que }llm — = 0.
—0
5. En utilisant les formules d’addition, montrer que sin et cos sont dérivables sur R et que sin’ (x) = cos(x) et cos’ (x) =

—sin(x).

Exercice I.2. Pour chacune des fonctions réelles suivantes, déterminer 'ensemble de définition et 'ensemble sur lequel
la fonction est dérivable (sans se préoccuper de I'étude aux bornes).

1. fi:x— e*In(sin(x)); 4. fr:ix—V11-x%;

1-x
2. 1 X — arccos ; 5. X .
f2 (l+x) fs 1+ x|

3. fy:x—In(x* —3x+2));

1-cosx
Exercice I.3. 1. (a) Donnerl’ensemble de définition de la fonction f définie par f(x) = ———.

(b) Peut-on prolonger f en une fonction continue sur R? Si oui, le prolongement obtenu est-il dérivable sur R? Si
oui, la dérivée est-elle continue sur R?

2. Mémes questions avec g(x) = x* sur R*.

R — R
Exercice L.4. 1. Lafonction f: . = {2362 +x+2 six<1 est-elle dérivable sur R?
2 +3x+1 six=1
2. Lafonction f définie par f(x) = cos(v/x) est-elle dérivable sur R* 2 Si oui, sa dérivée est-elle continue?
R* — R
3. Trouver a€ Ret a € R} tels que f: . {a\/} six<a soitdérivable sur R} et sa dérivée continue.
X¥*+12 sixza

I1I. Rolle et accroissements finis

ExerciceIL.1. Soit f:R — R une fonction dérivable. Montrer que si f’ ne s’annule pas, alors f n’est pas périodique.

Exercice I1.2. Soit n =1 un entier naturel et f : R — R dérivable. On suppose que 'équation f(x) =0 a n solutions dans R.
1. Montrer que I'équation f’(x) = 0 a au moins 7 — 1 solutions dans R.

2. Soit @ € R. On pose g: x — e** f(x). Montrer en utilisant g que I'équation a f(x)+ f'(x) = 0 a au moins n—1 solutions
réelles.

3. Soit k € [0,n— 1]. On suppose que f est k fois dérivable sur R. Montrer que f(k) (x) = 0 a au moins n — k solutions
réelles.

Exercice I1.3. Montrer les inégalités suivantes :
X b-a b—a
1.VxeR,|sinx| <|x|; 2.Vx€]0,1[,arcsinx < ; 3.Va,beR,,a<b> 5 <arctanb — arctana < —
1— 2 1+b l1+a

1 1
Exercice II.4. Déterminer la limite lorsque x tend vers +oco de (x+1)ex1 —xex.
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II1. Dérivations successives

Exercice II.5. Soit f une fonction de classe € sur [0,1] telle que f'(x) > 0 pour tout x de [0, 1].
1. Montrer qu'il existe unréel A >0 tel que: Vx € [0,1], f'(x) = A.
2. En déduire que si f(0) =0 alors: Vx € [0,1], f(x) = Ax.

Exercice I1.6. Soit f : R — R une fonction dérivable telle que f(x) — ¢. Montrer qu'il existe c € R tel que f’(c) = 0.
X—*00
On pourra considérer la fonction g : x — f(tan(x)).

Exercice IL7. Soit f:[0,1] — R de classe ¢ et telle que f(0) = f'(0) =0 et f(1) =
Montrer qu’il existe un point M de ¢ tel que la tangente a ¢y en M passe par O.
On pourra appliquer le théoréme de Rolle a la fonction g : x — &
X
Exercice IL.8. Soit f:[0,1] — R de classe € et telle que £(0) = f'(0) =0 et £(1)f'(1) <O0.
Montrer qu’il existe ¢ €]0,1[ tel que f'(c) =0
n

1
Exercice IL.9. Soit a €]0,1[. On pose u, = ) T pour tout entier n > 0.
k=1

1- l1-a
1. En utilisant 'IAE montrer que : Vk € N*, <k+D O flr<c——,
(k+1)e k%
1
2. En déduire un encadrement de %@ pour k = 2.
3. En déduire un équivalent de un lorsque n tend vers +oo.

4. Donner un équivalentde 1 + — lorsque n tend vers +oo.

1
\/_ \/_ "

ln(b) - ln(a) 1
Exercice II.10. Soient a,b € R tels que 0 < a < b. Montrer que : E _—

b-a Z'
2n 1
Endéduirelalimite: lim ) —.
n—+oo k
k=n+1

III. Dérivations successives

Exercice ITI.1. Calculer les dérivées n-ieme des fonctions (o1 n € N*) :
L f(x)=x*Q+x)" 2.gx)=x""lnx 3. h(x)=x*e™*
Pour £, on pourra commencer par calculer /', k", h'¥, puis procéder par récurrence.
R — R
Exercice II1.2. 1. Lafonction f: - {2 +x six=0 est-elle ¥’ surR?et %2
e“+1 six<0
R — R
2. Soit f: o { ax*+bx+c six=1 . Pour quelles valeurs de a, b, ¢ 1a fonction f est-elle de classe %2 Est-elle
e’ six<1
alors de classe €2

Exercice II1.3. Montrer que la fonction sh est une bijection de R sur R. On note argsh sa fonction réciproque. Justifier que
argsh est de classe 4’ sur R et calculer argsh’.

Exercice IIL.4. Soit f une fonction de classe ¢ sur [a, b] et n+ 1 fois dérivable sur | a, b[. On souhaite montrer qu'il existe
c€la, bl tel que:

1 (n) (n+1)
fb)=f@+f'(@b- a)+f() a)2+...+¥(b—a)”+%(b—a)”“
f”“)(a) f“”“(c) _nsl
Z k! a’+ r PO

C’est la formule de Taylor-Lagrange.

1. Ecrire la formule pour 7 = 0 et la démontrer.
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IV, Applications

0 (a) k 1
2. Justifier qu'il existe A€ R tel que f(b) — Z a b-a)*-—Ab-a)""' =0.
k=0
n (k)
On pose g(x) = f(b)— )_ UAC) (b-x)k—Ab-x)"*,

k!
k=0
3. Justifier que g est continue sur [a, b] et dérivable sur ] a, bl.
4. Montrer qu’il existe c €]a, b tel que g'(c) =0.

5. En déduire la formule de Taylor-Lagrange.

IV. Applications

1
Exercice IV.1. Soit f : R\ {-1} — R la fonction définie par f(x) = Tox et (uy) la suite définie par uy = 1 et pour tout
X
neN, up1 = f(up).
1. Etude de f.

(a) Etudier les variations de f-

; ])

—11].

2

1 4
E) 1] ylf’(x)l = 5'

(d) Justifier que I’équation f(x) = x a une unique solution a dans [0, +ool.

2. Etude de (u,,) : premiére méthode.
; ]
- 11.
2

(b) Montrer que (u2,) est décroissante et (u2,+1) est croissante.

(b) Déterminer f (

(c) Montrer que:Vxe

(a) Montrer par récurrence sur n que: VneN, u, €

(c) En déduire que (u,) converge vers a.

3. Etude de (u,,) : deuxieme méthode.

4
(@) Justifierque:VneN,|u, —al < §|un— al.

n
(b) Montrer par récurrence sur nque: VneN,|u, —al < (5) .

(c) En déduire la limite de (u;,).

(d) Pour quelle valeur de n le terme u,, donne une valeur approchée de a 2 10~ pres?

Exercice IV.2. On considere la suite (u,,) définie par 1 €

4
0,-
3

1
etpar:VneN,uy1 = 5(4— ui).

1. Montrer que: VneN,u, €

4
0,-1.
3

2. Al'aide de I'TAE montrer que (i) converge vers 1.

Exercice IV.3. On considére I'équation (E) : (x—1)e* +x =0.

1. Montrer que I'équation (E) admet une unique solution réelle a et déterminer sa partie entiere.
Un
2. On considere la suite (u,) définie par uy =0 et pour tout n €N, uy,41 = el
e n
ex

(a) En étudiant la fonction f(x) = o1 montrer que la suite (u,) converge vers a.

e

1

(b) Montrerque:VneN,|u,+ —al < Z'u" —-al.

1
(¢) Endéduire que:VneN,|u,—al< YT

Exercice IV.4. Etudier les suites récurrentes définies par :

Un 2.3
1. u0=1etVn€N,un+1=—2. 3. up=0etVneN, u :L
1+un . 0 yUn+1 2(un+1)'

2u
2. up=letVneNup = —. 4. up=1etVneN, upq = — .
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V. Convexité

Exercice IV.5. FEtudier completement les fonctions suivantes (ensemble de définition, régularité, variations, limites, pro-
longements éventuels, asymptotes, tracé) :
1 ¥ -2x-1 1 1
l.f(x):ln(Z—eX) 2.8(x)=————ex 3. h(x)=x*
X
Exercice IV.6. On définit ¢ : [0,27] — [0,27] et ¢ : [0,271] — R par ¢(t) =t —sint ety (¢) =1—cost.

1. Montrer que ¢ est € sur [0,27] et qu’elle admet une fonction réciproque ¢! qui est continue sur [0, 27] et déri-
vable sur 10,27 ].

2. On définit f:[0,27] — R par f(x) = wo¢ ' (x). Justifier que f est continue sur [0, 27] et dérivable sur 10, 27].
3. Etudier les variations de f sur [0,27].

4. Déterminer 1im+ f "(x). Que peut-on en déduire?
x—0

5. Calculer @ (27 — ¢! (x)) puis ¢! (27 — x) et en déduire que % est symétrique par rapport a la droite x = 7.
6. Tracer I'allure de €.

V. Convexité

Exercice V.1. Soit f: I — R une fonction dérivable sur I.

1. On suppose que f est convexe sur I.

SO-fl@ _fB)-f@ _ fb)-f©)

(a) Montrer que pour tout a,b,ce [aveca<c<b,ona: < <
c—a b-a b—c

On commencera par faire un dessin.
(b) En déduire que f’ est croissante sur I.
2. Onsuppose que |’ est croissante sur I.

(a) Soita,be Iaveca< b.On considere lafonction g:t€[0,1]— tf(a)+(1—1)f(b)— f(ta+ (1-1)b). Justifier que
g est dérivable sur [0,1] et que g’ est monotone sur [0, 1].

(b) En déduire que g est d’abord croissante puis décroissante sur [0, 1].
(c) En déduire que f est convexe sur I.
=y e*+eY
z < .
2

Exercice V.2. 1. Montrerque: Vx,yeR, e

Ty 2
2. Montrer que pour tout x € [(), 5], —x <sin(x) < x.
b/

+
3. Montrer que: Vx,y > 1, /In(x)In(y) sln(¥),

4. Soit n = 2. Montrer que pour tout x = -1, (1+ xX)"=1+nx.

Exercice V.3. Soit f, g € #(R,R) deux fonctions convexes. On suppose que g est croissante. Montrer que go f est convexe.
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V. Convexité

Indications - Solutions

ExerciceI.1:

1.

L. sinh L. tanh
Laire de OIM vaut et'aire de OIN vaut —
h
5"
sinh h tanh sinh sinh _, . sinh . sinh . sin-h
Ona—— < - < ——,donc —— <1letcosh< ——.D’apresles gendarmes, lim —— =1,et lim —— = lim =1.
2 h h h—0* h h—0- h  h—0* -h
cosh—1 sin®
Comme cos? /i — 1 = sin? h, lim = lim =0.
h—0 h h—0 h(cosh+1)
sin(x+ h) —sinx sinxcosh+sinhcosx—sinx | cosh-1 sinh
= =sinx———— +cosx —— COSX.
h h h h  h—o
cos(x+h)—cosx cosxcosh—sinxsinh—cosx cosh—1 sinh .
= =cosx——— —sinx —— —sinx.
h h h h  h—o

Exercice.2:

1.

Soit x € R, sin(x) >0 < Ik € Z,x €]2knm, 7w + 2kn[ < x€ D= | J12kn, 7+ 2k < pi[. La fonction sin est définie et dérivable sur
kez
R, et pour tout x € D, sin(x) > 0. La fonction In est définie et dérivable sur [Rfr, et la fonction exp est définie et dérivable sur R. Par

opérations, la fonction fj est donc définie et dérivable sur D.

1-x
La fonction arccos est définie sur [—1,1] et dérivable sur ] —1,1[. Or Tix € [-1,1] < x =0 en faisant I'étude de la fonction
X

1-x 1-x X
X— Toz De plus, Tox- 1 < x=0et!'équation o= —1 n’a pas de solution. Par composition, la fonction f, est définie
X X X

sur R, et dérivable sur R} .

Les solutions de x% —3x+2 = 0 sont 1 et 2. La fonction x — x2 —3x + 2 est définie et dérivable sur R, la fonction x — |x| est
définie sur R et dérivable sur R*. Donc x — |x? —3x + 2| est définie sur R et dérivable sur R\ {1,2}. De plus, pour tout x € R\ {1,2},
Ix2 —3x+2| > 0. Lafonction In est définie et dérivable sur IR:, donc par composition, f3 est définie et dérivable sur R\ {1,2}.

¥ -1=0 < x=+1. La fonction x — |x| est définie sur R et dérivable sur R*, donc x — |1 — x2| est définie sur R et dérivable
sur R\ {-1,1} et pour tout x € R, |1 —x2| >0,et|l —x2| =0 < x=+1.Lafonction x — v/x est définie sur R, et dérivable sur RY.
Par composition, f4 est définie sur R et dérivable sur R\ {-1,1}.

1
La fonction x — |x| est définie sur R et dérivable sur R*. De plus, pour tout x € R, |x| = 0. La fonction x — ez est définie et

dérivable sur R\ {—1}. Par composition et multiplication, f; est définie sur R et dérivable sur R*.

Exercice 1.3 :
1. (@ Df= R*.
- f( 1- 1
(b) Comme lirrbf(x) = 0, on peut prolonger f par continuité en 0 par f(0) = 0. -0 = c;)sx >3 Donc f est
x= X X X—

2.

sinx cosx—1 1 , .
+ ——— —— —.Donc f est pas continue en 0.

1
dérivable en 0 et f’(O) = —.Pour x #0, f’ (x) =
2 x2 x—0 2

Inx xInx
Rt Tim X — L L f)-fo) e -1 e -1
Dg =R,. xll’r{)h x* =1, donc f est prolongeable par continuité en 0 par f(0) = 1. P = P e Inx o
—oo, donc f n’est pas dérivable en 0. La courbe a une tangente verticale en 0.

Exercicel.4:

1.

f@)-fQ)  2x*+x-3 _
x-1 = x-1

Elle est dérivable sur R\ {1}. Puis, linll fx)=5= lim+ f(x), donc f est continue en 1. Si x < 1,
x—1" x—1

fx)-f1) x2+3x-4

2x+3 S5etsix=<1, =x+4 5. Donc f est dérivable en 1.
x—1- x-1 x—1 x—1+
x).— f(0 cos(vx)—1 cos(vx)-1 1
Elle est dérivable sur R} . [~ 1O = (V) = (\/_2) ——. Donc elle est dérivable en 0. De plus, si x > 0,
X X Vx x—0+t 2
sin(v/x 1
"(x) = — (V) —— ——. Sa dérivée est donc continue.
2y/x 2
X x—0

Elle est dérivable sur [Rfr \{a} et sa dérivée est continue. xlirgi fx)=avaet lim+ fx)= a?+12. On doit donc avoir ava = a®+12
- X—a

pour que f soit continue.

x)—-fla x—va a x) - fla
Six<a, f) - fl@) =a\/— va — ——etsix=>aq, M —— 2a. On doit donc avoir
x-a x—a x—a 2y/a xX—a  x—a* 2
dérivable. Ce qui donne 4a?=a®+12 < a® =4 donc a =2 car a > 0. Puis a = 8V/2.
On vérifie alors que f’ est bien continue en a.

a
=2a pour que f soit
a

Exercice I1.1 : On procede par contraposée. Supposons que f est périodique de période T'. Alors f est continue sur [0, 7], dérivable sur
10, Tl et f£(0) = f(T). D’aprés le théoreme de Rolle, il existe ¢ €]0, T[ tel que f’(c) = 0. Donc f’ s’annule. On conclut par contraposée.
Exercice I1.2:
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V. Convexité

1. Notons aj < ay <... < ap les solutions de f(x) = 0 rangées dans 'ordre. Soit i € [1, n—1]. La fonction f est continue sur [a;, a; 1]
et dérivable sur 1a;, ;.1 et f(a;) = f(a;+1). D’aprés Rolle, il existe b; €]a;, a; [ tel que f'(b;) =0. De plus,onab; < by <...<
by,,_1, donc f’(x) = 0 a au moins n — 1 solutions.

2. Lafonction g est dérivable sur R par produit. De plus, I'équation g(x) = 0 admet n solutions. D’apres la quesstion précédente,
I'équation g’ (x) = 0 admet au moins n—1 solutions. D’autre part, pour tout x € R, g’ (x) = e“x(af(x) +f'(x)). Donc g'(x) =0
af(x)+ f'(x) = 0. Donc I'équation a f(x) + f’(x) = 0 admet au moins n — 1 solutions.

3. Onraisonne par récurrence sur k € [0, n—1]. Linitialisation est '’hypothése : pour k = 0, 'équation f © (%) = 0 a bien n solutions.
Pour I'hérédité on prend k € [0, n— 2] et on suppose que si f est k fois dérivable, alors f(k) (x) = 0 aaumoins n — k solutions. On
suppose que f est dérivable k+1 fois. Alors la fonction f (k) est dérivable et I'équation f (k) (x) = 0 admet au moins n— k solutions
par HR. En appliquant la premiére question, (f(k))'(x) =0 admet au moins n—k—1=n—(k+1) solutions.

Exercice I1.3 :
1. Comme Vx€R,|cosx| <1, onapplique'IAF: VxeR,|sinx—sin0| < 1|x—0|.

1 1
2. Lafonction x— ——— est croissante. Donc si x €]0, 1[, Vy €]0, x[,arcsin'(y) < ———, puis on applique I'IAE

V1-x2 V1-x2

3. On applique I'TAF sur l'intervalle [a, b] a la fonction x — arctanx, car on a Vx € [a, b] <arctan' x <

1+ b2 1+a2’

1 1 1
Exercice I1.4 : Posons f(x) = xe définie et dérivable sur R} . De plus, f'(x) = e¥ (1 - —). D’apreés le TAE pour tout x € R}, il existe
X

1 1 1 1
cx € [x,x+1] tel que f’(cx) =(x+1)exT —xex.Or lim cy=+oo,donc lim (x+1)exT —xex = lim f’(cx) =1.
x—+00 x—+00 x—+00

ExerciceIl.5:

1. Comme f est €1, f' est continue sur le segment [0,1]. Elle admet donc un minimum A = f(x,,,;,,) > 0.

2. On applique I'IAF sur I'intervalle [0, x].
Exercice I1.6 : On pose g: x— f(tan(x)). La fonction g est définie et dérivable sur | — /2, 7/2[ par composition. De plus, lim P g(x) =

X——=T

lim/zg(x) = ¢, donc g est prolongeable par continuité sur [-7/2,7/2], avec g(-m/2) = g(n/2). D’apres Rolle, il existe c €] — /2, /2] tel
X—T

que g'(c) =0. Or g’ (¢) = (1 + tan?(¢)) ' (tan(c)). Donc f’ (tan(c)) = 0.

- f(
Exercice I1.7 : La tangente a pour équation y = f'(xps)x et aussi y = ]C(XL(J:()L On cherche donc un nombre x €]0,1] tel que
XM —
I 6]
T - (%)
Posons g: x — f_x Comme linol+ g(x) = f'(0) = 0, g est continue sur [0,1] et dérivable sur ]0,1[ et g(0) = 0 = g(1). D’aprés Rolle, il
X x—

! —
f(x)x—zf(x), donc f'(c)c— f(c) =0, dotr f'(c) = @
X

Exercice I1.8 : Quitte 2 multiplier f par —1, supposons que f(1) >0 et f'(1) < 0. Supposons par 'absurde que Vx € [0,1], f’(x) < 0. Alors
d’apres le TAE f est décroissante sur [0,1]. Donc f(0) = f(1) ce qui est une contradiction. Ainsi, il existe x € [0,1] tel que f'(x) = 0.
Comme f’ est continue et f'(1) <0, d’apres le TVI, il existe c € [x, 1] tel que f”(c) = 0.
Exercice I1.9 :

1. On applique I'IAF ala fonction x — x

existe ¢ €]0,1[ tel que g’(c) = 0. Or g'(x) =

1=a gyr lintervalle [k, k +1].

2. KO (k—ple s lk_—aa > (k+ D)%~ k179 pour k = 2.

3. On fait la somme des encadrementsde k=2an: n' "% —1= (1 -a)(up—1) = (n+1)! "% —21=% En divisant par n' =%, on peut

l1-a

appliquer les gendarmes et on trouve que uy, ~ 1

1 1 1
A=+ —=+.. +—=~2Vn
V2 V3 vn

1
Exercice I1.10 : On applique I'TAF a la fonction x — In(x) sur 'intervalle [a, b] pour que pour tout x € [a, b, 5 <

1
I'encadrement. Prenons n € N*. Pour tout k € [+ 1,2n], on applique 'inégalité de droite avec a= ket b= k+1:In(k+1) —In(k) < %

_a'
4
1

< — pour obtenir

==

a

2n
1
En sommant et en télescopant : In2n+1) —In(n+1) < Z %
k=n+1
On applique l'inégalité de gauche avec a = k— 1 et b = k (attention, ici on a bien k = n+ 1 > 1). En sommant et en télescopant, on
2n
1
trouve : Z — <In@2n) -In(n).
k=n+1
2n 1
Orln@2n+1)-In(n+1) =In2)+In(n)+In(1+1/(2n))-In(n)—In(1+1/n) — In(2), et In(2n)—In(n) = In(2). Par encadrement, nlir}rloo Z % =
- k=n+1

In(2).

Exercice IIL.1 :

n?+3n+2 2
—_— X"+

2 i ) !

1. Sin=1, f'(x) = 2x+3x2,p0urn >2, f(”) x) = Z (r.l)(xz)(])((l+x)”)("_f) = n!xr‘\+2nn!x(l+x)+n(n—l)%(1+x)2 =n!( >
j=0

n? -

+nx+
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V. Convexité

5 h(”)(x) _ nil n (n-1)! x”_l_j(_l)n_j_l (I’l—]—l)' _ (n— 1)'
i=0 jln=1-j)! xn=J X
3. Parrécurrence, i) (x) = (-1)*(x* —2nx+n(n—1)e"*
Exercice I11.2 :
1. lim f(x)=2= lim f(x) donc fest¢". lim f'(x)=1= lim f'(x)donc fest%'. lim f"(x)=1#0= lim f"(x), donc f
x—0~ x—0% x—0~ x—0% x—0~ x—0%
n'est pas €.
2. On doit avoir lim f(x)=e=a+b+c= lim f(x), lim f'(x) =e=2a+b= lim f'(x)et lim f"(x)=e=2a= lim f’(x).
Pags =1t x—1- x—1* x—1 x—17

e e
Donca=—-,b=0etc=—.Alors, lim f(3)(x):0;ée: lim f(3)(x).
2 2 x—1t x—1-

Exercice I11.3 : La fonction sh est de classe ¥ sur R et sh’ = ch qui est strictement positive. Donc sh est strictement croissante sur R.

D’aprés le TBM, sh est une bijection de R sur R (en regardant les limites de sh). De plus, sh’ ne s’annule jamais, donc argsh est aussi de
1

ch(argsh(x)) \/1 +sh?(argsh(x)) V1+x2

classe € et pour tout x € R, argsh’(x) =

Exercice I11.4 :
1. Pour n=0c'est f(b) = f(a) + f'(c)(b—a), c’est le TAE
Fy-xn_ L@ - gk
(b— a)n+1
3. Comme f est ", g est continue, et comme [ est n+ 1 fois dérivable sur ]a, bl, g est dérivable sur ] a, bl.

2. Comme b # a, on prend A =

4. g(a) =0 par définition de A et g(b) = 0, donc on peut appliquer Rolle.

n £k+1) (k) (n+1)
5. Ondériveg: g'(x)=— Y. S gk L) gkl (s ) A — ) = u(19 0"+ (n+1AMb-x)"
- K (k=1)! n!
F+D ()
prenant pour x = ¢, on trouve A = NETSTIR ce qui donne la formule de Taylor-Lagrange.
Exercice IV.1:
1. Ftudede f.
(@) f estdécroissante sur]—oo,—1[etsur]—1,+ool.
1 12
b =1|=]==]
®) f( 2 ) [2 3
© If' @)= 1 ui est maximale pour x = 1 ce quidonne Vx € ] If ()] = ; -2
T e ! ponr=g ced T122 9

(d) La fonction g(x) = f(x) — x est strictement décroissante sur [0, +oo[ etg0)=1et th g(x) = —oo. D’apres le TVI, ily a
—+00

1
une seule solution al’équation g(x) = 0. On remarque de plus que g(1) = — i donc a €[0,1].
2. Etude de (u;,) : premiére méthode.

{1123l |

2
(b) Comme f o f est croissante sur [1/2,1], (uz2y) et (12;,+1) sont monotones. On compare ensuite ug =12 up = 3 etuj=—-<

(a) Immédiat car f (

\S]

uz = g On peut aussi plus généralement étudier le signe de x — f(f(x)) — x.
(c) Les suites (u25) et (u2;,+1) sont monotones et bornées, donc elles convergent. On vérifie alors que f o f n'a que « comme
point fixe dans [1/2,1], donc (uz;) et (u2;+1) convergent vers la méme limite et (1) tend vers a.
3. Etude de (u;,) : deuxiéme méthode.
(a) On utilise I'IAF entre u, et a.

(b) Onremarque que |ug— | <1 car ypetacl0,1].

(© upn a.
n—+oo

4 n
(d) On doit avoir (5) <1075, donc n>17,03. On prend donc n =18.
Exercice IV.2:
20 4

23| <[o3]-onen

4
1. On pose f(x) = 4 x%), de sorte que up+1 = f(uy). En étudiant la fonction, on voit que f([ ])

q
0,-1.
3

2. Déja, on a f(1) = 1. Puis on remarque que Vx €

déduit par récurrence que Vn e N, uy, €

8
,|f'(x)| < 3 En utilisant I'TAE on en déduit que Vn € N,|uy41 — 1| <

, —

8 8\"
3 |uy — 1|, donc par récurrence, |u,4+1 — 1 < (§) . Puis on utilise les gendarmes.
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V. Convexité

Exercice IV.3:

1. Onpose f(x) = (x—1) e’ +x. f'(x) =xe’+1let f"(x) = (x+1)e*. Donc f' est décroissante sur ] —oo, —1] et croissante sur [—1, +oo[
et f'(—l) =1- < >0 donc f’ est strictement positive. Ainsi f est strictement croissante sur R. Comme f(0) = -1et f(1)=1,1a
fonction f s’annule une seule fois sur RentreOet1: @] =0.

2. On considere la suite (1) définie par ug =0 et pour tout n € N, tp4+1 = eun%'

x 1
@ f'(x= m > 0, donc f est croissante sur R. Puis, u; = > > ugp = 0 et par récurrence, on montre que (1) est croissante.

Comme xliI_P f(x) =1, f est majorée par 1, donc (u;) aussi. Ainsi (1) converge vers une limite ¢ qui vérifie ¢ = f(¢) <
—+00
tel yr=¢! = ([—1)e€+8. Donc? = a.
e‘(l1-e")
(e*+1)3

1
sur [0, 1]. Comme pout tout n € N, uy € [0,1], on applique 'TAF : | f(u) — f(a)| < Zlun - al.

1
(b) On cherche d’abord a majorer f’(x). Pour cela, on calcule " (x) = < Osurl'intervalle [0,1], donc f’(x) < f(0) = 1

(c) Onraisonne par récurrence.
Exercice IV.4:
1. On pose f(x) =

5 En dressant le tableau de variations de f, on remarque que f([0,1]) < [0,1], donc par récurrence, pour
tout n €N, uy €[0,1]. De plus f est croissante sur [0, 1], donc par récurrence, (1) est décroissante. Donc elle converge vers un
point fixe de f : c’est 0.

2. Encalculantles premiers termes, on voit que ug = up = ug = 1 et u; = uz = 2. On montre par réccurence que Uz, =l et uz,4+1 = 2.
2

x“+3 3
3. On pose f(x) = 201D puis on dresse son tableau de variations. On voit alors que f([1, +oo[) < [1, +oo[, et comme uj = 5, on
X
21
montre par récurrence que pour n = 1, uy € [1,+oo[. Comme f est croissante sur [1,+oo[ et up = — < uj, on montre que (uy)

20
est décroissante. Ainsi elle converge vers un point fixe de f : c’est 1.

X

4. Onpose f(x) = hoTl On remarque que f([1,+oo[) < [1,+o0[ et que f est croissante sur cet intervalle. Ainsi, la suite (u;) est
n(x

croissante. Si elle convergeait, ce serait vers un point fixe de f qui sont 0 et e. On remarque que f([1,e]) c [1,e], donc (uy) est

majorée par e, donc converge vers e.

Exercice IV.5:
1. Dy =]-00,0[U]1/In(2),+co], lim f(x)=In(2), donc prolongeable en 0, et méme %1 en 0 avec flom=0. lim f(x) =-oc0
x—0~ x—1/In(2)*
1
1 1
donc asymptote verticale x = ——. De plus f’(x) = _e—lx =0, donc f et croissante.
In(2) x2(ex —2)

1
Asymptote horizontale y =0 en oo f(x) =In (2 - e})
B —x?+3x+1

1
2. Dg = R", lir{)l gx) =0et lim+ g(x) = +oo, donc ne se prolonge pas en 0. g'(x) = 3 ex, on étudie le signe de
x—0~ x—0 X

x>—x®+3x+1en regardant ses variations (elle est strictement croissante). Asymptote verticale x = 0, oblique y = x - 1.

3. Dy =R}, mais liI‘BlJr h(x) =0, donc prolongeable en 0, par contre pas %' en0 car lirgi+ f!(x) = +o0. Pas d’asymptote, strictement
X— X—
croissante.
Exercice IV.6 :

1. pest ¢ sur[0,27] car t — t et t — sin r sont ¢! De plus, ¢’ (£) = 1—cos() > 0 sur 10,27[, donc ¢ et strictement croissante. Enfin,
@(0) =0 et ¢(2m) = 2. D’apres le théoreme de la bijection monotone, ¢ admet une fonction réciproque (pfl qui est continue
sur [0, 27] et dérivable sur ]0,27[.

2. Comme v et <p_1 sont continues sur [0,27], f 'est aussi. De méme f est dérivable sur ]0, 27[.

3. ff) = @ Yy o ) = sin(p~(x)) qui est du signe de sin(¢p ™ (x)). Donc f'(x) =0 < ¢ '(x) € [0,7].

@' (9~ 1(x)
Comme ¢ est croissante et ¢(r) =, (p_l (x) € [0,m] < x€[0,n]. Ainsi f est croissante sur [0, ] et décroissante sur [r,27].
el 2

4’"2(902 @~ 1(x) x—0*

4. f'(x) ~ +00. La courbe a une tangente verticale en 0.

5. pr-¢  (x) = 21— ¢~ (0 —sin@r - ¢~ () =21~ (e~ (1) = 27 - x, donc 21 - ¢~ (x) = ¢~ (27 - x). Ainsi f(27 - x) =
yer—¢~ @) =y () = f).
Exercice V.1:
1. (a) Comme c €]a,b], il existe ¢ €]0,1[ tel que ¢ = ta+ (1 — £)b. On obtient que ¢ —a = (1 — 1)(b — a). Par convexité, f(c) <
tf(a)+ 1 -1 f(b). Donc
. -fla)
e flo-fla)=1-0(f(b) - f(a)), puis —— =

o f(b)—f(c) =z t(f(b) - f(a)), etondivise par b—c = t(b— a).

f© f)-fl@

=0 1-0b-a’

fo-f@
c—a
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V. Convexité

fx+h) - f(x) - f-fx (
h T y-x
eme, f-fx - f-fly-h
y—x h

¢ = x+ h). En passant a la limite lorsque i — 0,

f-fx)
y—x

(b) Soit x < y. Pour tout h > 0 assez petit,

—f(y) —/™ . De mi
y—-Xx

flx= (c=y-h),donc < fly.Dou fl(x) < f(y).

2. (a) gestdérivable par composition. De plus, pour ¢ € [0,1], g’ (£) = f(a)— f(b)+(b—a) f'(ta+(1-t)b). Comme f est croissante
et t— t(a— b) + b est décroissante, g’ est décroissante sur [0,1].

(b) Ona g(0) = g(1) = 0, d’apres Rolle, il existe c €]0,1] tel que g’(c) = 0. Par monotonie de g’, pour tout0< < ¢, g'(£) =0 et
poutc=st<l, g’(t) < 0. Donc g est croissante sur [0, c] et décroissante sur [c, 1].

(c) Comme g est croissante sur [0, c] et g(0) =0, on a pour tout ¢ € [0,c], g(£) = g(0) = 0. De méme pour tout ¢ € [c, 1], g(f) =
g(1)=0.
Donc pour tout £ € [0,1], g(¢£) =0. D’otipourtout a< be Iette[0,1], tf(a)+ (1 - 1) f(b) = f(ta+ (1—-1)b) : f est convexe.

Exercice V.2 :
1. La fonction exp est convexe sur R car sa dérivée seconde est positive. Pour tout x,y € Ret ¢ € [0,1], e*T170Y < re¥ 4 (1 - €Y.

1
On prend alors ¢ = >

2. Surl'intervalle [0,77/2], 1a dérivée seconde de sinus est négative, donc sinus est concave : elle est en-dessous de sa tangente en 0
(y = x) et au-dessus de sa sécante qui joint (0,0) et (n/2,1) (y = 2x/m).
1 1
3. Par croissance de In, I'inégalité cherchée est équivalente a 3 In(In(x)) + 3 In(In(y)) < In(In(x/2 + y/2)). La fonction x — In(In(x))
est concave (en dérivant deux fois), donc on obtient I'inégalité voulue.
4. Lafonction x— (1+ x)" est convexe sur [—1, +oo[ en dérivant deux fois. Donc elle est au-dessus de sa tangenteen 0 (y =1+ nx).

Exercice V.3 : Soit x,y e Ret £ € [0,1]. Par convexité de f: f(tx+(1—1)y) < tf(x)+ (1 — 1) f(y). Par croissance de g, go f(tx+(1—-1)y) <
gtf(x)+ (1 -1 f (). On utilise enfin la convexité de g.
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