Mathématiques

Devoir Surveillé de Cours 6 '

(durée : 4 heures, sans calculatrice)

On fera attention a la qualité de la rédaction.
Soulignez ou encadrez les résultats et mettez en valeur les arguments importants.
La calculatrice est interdite.

Exercice 1 (Vingt-neuf questions indépendantes).

1. Soient (i) et (v,) deux suites numériques bornées. Montrer que les suites u + v et uv sont bornées.
2. (a) Soit (u,) € KN et £ € K. Rappeler la définition de (u,) converge vers .
(b) Soit (1) une suite numérique qui converge vers ¢ € [K. Montrer que (u,) est bornée.
(c) Soit (1) € RN une suite qui converge vers ¢ > 0. Montrer qu'il existe N € N tel que V7 = N, u,, > 0.
3. (a) Soit (u,) € RV . Rappeler la définition de u,, — —oo.
(b) Soient (u,) et (M) deux suites réelles pour lesquelles il existe N € N tel que Vn = N, u,, < M, et M;; — —oo.
Montrer que u; — —oo.
4. Enoncer le théoréme de la limite monotone.
5. (a) Soient (uy) et (v,) deux suites numériques. Rappeler les définitions de u;, = o(v,), u, = O(vy) et u, ~ vy,.
(b) Pour tout n =2, on pose u, = —In(n) + nzl % etv,=-In(n) + i l
Montrer que (u,) et (v,) sont adjacentécs_.1 !
(c) En déduire un équivalent de H,, = ki % lorsque n — +oo.
=1
6. Déterminer la limite de u, = n(2 + cos(n)).
7. Déterminer un équivalent simple des suites ci-dessous :
(@ u ooV nitl © Un= -
" In(m)-vn n!+5"
) tn=—+ o (@ sty =/InGr+ ) TG,
8. (a) Donner la définition de combinaison linéaire de matrices.
(b) Soient Ay,..., Ay € My, p(K). Rappeler la définition de Vect(A;,..., Ay).
9. Rappeler la définition de matrice nilpotente.
10. Enoncer la formule du binéme de Newton pour des matrices.
11. Rappeler la définition de matrice inversible.
12. Donner une condition nécessaire et suffisante pour qu'une matrice diagonale soit inversible.
13. (a) Rappeler la définition du produit matriciel de deux matrices :
« avec la formule donnant le terme en position (i, j);
e avec un dessin.
On précisera bien les tailles des matrices.
(b) Soient (i, j) € [1,n] x [1, p] et (k, 1) € [1, p] x [1, q] et soient E; j € My, (K) et Ex; € Mp,q(K).
Calculer E; j Ey ;.
14. Montrer que toute matrice carrée s’écrit de facon unique comme la somme d’'une matrice symétrique et d'une
matrice antisymétrique.
15. Soit A€ .4, (K) et P € GL,(K). Montrer que : Yk € N, (PAP~1)F = pAkp~1,
1 0 1
16. SoitP=|0 1 1|.]Justifier que P estinversible et calculer P~
1 00
1 1 1 1
. . 1 2 4 6
17. Calculer le déterminant : 135 7/
1 4 7 10
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-1 -1 -1
18. Soit A=|—1 0 0 |.Calculer A% eten déduire que A est inversible. Déterminer son inverse.
2 0 1

19. Soit f: I — Ret a€ I un réel. Donner la définition de f(x) tend vers +oo lorsque x — a.

20. Soit f: I — Retae I unréel. Donner la définition de f est continue en a.

21. Enoncer la caractérisation séquentielle de la limite.

22. Enoncer le théoréme des valeurs intermédiaires.

23. Enoncer le théoréme des bornes atteintes.

24. Enoncer le théoréme de la bijection monotone.

25. Soit f:[a, b] — [a, b] une fonction continue. Montrer que f admet au moins un point fixe.

26. Soit f:R — R une fonction polynomiale de degré 3. Montrer que f s’annule au moins une fois sur R.

27. Rappeler les 11 équivalents usuels.
sin(2x)

Vx+a-2

(a) Déterminer 'ensemble de définition de f.

28. Soit f:x—

(b) Justifier que f est continue sur son ensemble de définition.
(c) Prouver que f est prolongeable par continuité en 0.

29. Déterminer la limite lorsque x tend vers 0 de :

(@ Tﬁ% © 0+07
tan(3x) In(cos(2x))
(&) er—1 @ In(cos(3x)) "

Exercice 2 (Une droite).
Soient A et B deux points de R? de coordonnées respectives (3,4) et (7,15). On note D la droite (AB).
11x? —39x +38
4x—-8
1. Déterminer une équation de la droite D.

Soit f:x—

2. Prouver que la droite D est asymptote a la courbe & de f en +oo. Préciser la position relative de D et €.

Exercice 3 (Une puissance).

0 1 O
SoitB=|0 0 1]etA=1I3+B.SoitneN.
0 0 O

1. Calculer B".
2. En déduire A".

Exercice 4 (Une étude de suite).
Soit xp € R. On définit la suite (u,) par ug = xp et pour tout n € N, u,4 = arctan(uy,).
On pose f: x— arctan(x) et g: x— f(x) — x.

1. (a) Etudier les variations de la fonction g et en déduire son signe.
(b) Dresser le tableau de variations de f.
(c) Démontrer que (u,) est monotone et déterminer, en fonction de xy, le sens de variation de ().
(d) Montrer que (u,) converge et déterminer sa limite.

2. Déterminer 'ensemble des fonctions h continues sur R telles que : Vx € R, h(x) = h(arctan(x)).

Exercice 5 (Une matrice qui commute avec tout le monde).
1. Soit M € 4, (K) et (k, 1) € [1, nﬂz. Déterminer les coefficients [Ey ;M];; et [MEy 1;; pour (i, j) € [1, nﬂz.
2. Déterminer les matrices M € .4, (K) tellesque : VA€ 4, (K), AM = MA.
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Correction du Devoir Surveillé de Cours 6 '

Correction de I'exercice 1 :

1. Tlexiste M, M’ e Rtelsque VneN, |u,|<Met|v,| <M.
Donc pour tout 72 € N, |1y, + V| < [tp| + |vpl < M+ M et |uy vyl = lugllvyl < MM

Ainsi, \ u+ v et uv sont bornées. \

2. @ |Ve>0,ANeN|VneN, nzN=|u,—{|<e.
(b) Soite =1.Ilexiste NeNtelqueVn=N, |u,—¥¢|<1.Donc,Vn=N, |lu,|l=lu,—¢+¥€<|u,—¥¢|+1€|<1¢|+1.
Posons alors M = max(|ugl, |u1l,...,lun-1l,1¢]+1). Pour n €N,
e sin< N,alors ne [0, N —1], donc |u,| < M;

e sin=N,alors |u,|<|¢|+1=<M.

Ainsi,‘ (u;) est bornée. ‘

l
(c) Soitz—:zz>0.IlexisteN€NtelqueVn2N, lup,—¥¢l<¢e,doncu,—¥¢=—-cetu,=e>0.

Ainsi, ‘ il existe N € N tel que pour tout n= N, uy > 0. ‘

3. (@ |VAeR ,INeN|VneN,n=N=>u,<A|
(b) Soit A€ R_. Il existe N’ € N tel que Yn = N, M,, < A. On pose N” = max(N, N'). Alors pour tout n = N,
U, <M, et M, < A, donc u,, < A. Ainsi,

4. Soit (u,) € RN,
» Si (uy) est croissante alors soit elle est majorée et alors elle converge, soit elle diverge vers +oo.

« Si (uy) est décroissante alors soit elle est minorée et alors elle converge, soit elle diverge vers —oco.

. P L. .| Un
5. (@ e Onditque (u,) est négligeable devant (v,) et on écrit u, = o(v,) si| — — 0.
Un

u
On dit que (u;) est dominée par (v,) et on écrit u, = O(vy) si (—") est bornée.

Un
u
e On dit que (uy) est équivalente a (v;) et on écrit u; ~ vy, si il
Un
. 1 1 1 1
(b) e Soitn=2:up1—u,=—In{l1+— +;. Or, pour tout x > —1, In(1+x) < x, donc pour x = E,ln 1+ - <-,
n n
donc u;11—u;, =0 et‘ (u;) est croissante. ‘
. 1 1 . 1 1
e Soitn=2:v,.1—-v,=In{1- + ——.Mais, In[1—-——| =< - ,donc v,y —v,<0et
n+1 n+1 n+1 n+1

‘ (v;,) est décroissante. ‘

e U, —U,=——0.
n

‘ Les suites (i) et (v,) sont donc adjacentes.

(c) D’apres le théoréme sur les suites adjacentes, (u,) et (v,) convergent. En particulier, v, = o(In(n)). Donc
‘ H, =In(n) + v, ~In(n). ‘

6. Pour tout n €N, cos(n) = —1, donc 2 + cos(n) = 1 et u, = n. Comme n — +oo, par minoration,
7. (@ Comme Vni+1~n® n—-vVn*+1~-n? et|u,~n?.

1 (1 1
(b) Commez—n—o —, un~?.

2
(¢) Comme 5" =o(n!),| u, ~ 1
T (=1
1 1 1 1
d) u,= ln(1+—) etln(1+—) ~ —,donc| u; ~—.
n nl n N
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8. (a) Soient Ay,..., Ay € My p(K). On dit que C € 4, (K) est une combinaison linéaire des matrices Ay,..., A §'il
existe Aq,..., AreKtelsque C=A1A; + -+ + A Ag.

(b) | Vect(Ay,..., Ag) = (A1 A+ + Ac Ay, avec Ay, Ag € K] |

9. Soit N € ./, (K). On dit que N est nilpotente s'il existe k € N* tel que Nk=0,.

P
10. Soient A, B € .4, (K) telles que AB=BAet peN:| (A+B)P =) ;C’ Akpnk,

k=0
11. Soit A € 45 (K). On dit que A est inversible s’il existe B € .4, (K) telle que AB=BA=I,,.
12. Soit D = diag(dy,...,dy,) € 4, (K). La matrice D est inversible ssi Vi € [1, ], d; #0.

p
13. (a) Soit A€ .y p(K) et Bty () et (i, j) € [1,n] x[1,q] :| [ABl;; = Y [Al;x[B;j-
k=1

(b) On peut faire un dessin pour montrer que ‘ Ej jBri=0E;;. ‘

14. Soit M € 4y (K).
« Analyse : soit A € @7, (K) et S € .7, (K) telles que M = A+ S.Alors M' = AT +ST = —A+S.Donc2S=M+M'

M+MT | M-MT
etS=——, puisA=———.
2 2
M+M" M-MT
o Synthese : posons S = — et A= — Onaalors S+A=MetS' =SdoncSe S (K) et AT = —A,
donc A € &7,(K).

M s’écrit de facon unique comme la somme d’'une matrice symétrique et d’'une matrice antisymétrique.

15. On procede par récurrence sur ke N :
o Initialisation : pour k=0, ona (PAP" 1)’ =1, et PA°P~1 = p1,P~' = PP~ = I,,, donc (PAP™1)? = pA°P~ 1,
« Hérédité : soit k € N. Supposons que (PAP~ 1)k = pA¥P~1. Alors (PAP™1)F*! = (PAP ) PAP™! = pA¥P~1pAP™! =
pAkAP~L = pAF*ipTT,

D’apres le principe de récurrence, | pour tout k € N, (PAP~1)¥ = pAkp~1,

16. On applique directement le pivot de Gauss :

1 0 1]1 0 o 1 0 1|1 00 1 0 olo 01
01 1/010 ~ 01 1/]0 10/ ~ |01 0/]-111
(1 0 0/0 0 1JL3“L3‘L1 (0 0 -1|-1 0 1) 2o (0 0 -1|-1 0 1)
0 0 1
Donc| P est inversible et P~! = (—1 1 1 ) A
1 0 -1
1 11 1 1 111
1 2 4 6 o135 132 L35
17. = =2 4 6 = 0 -2 -4, doncle|déterminant vaut 0.
L3 oo Thictizin |02 460 g g gllemh |y 3 g
1 4 7 10 0 3 6 9 3T

18. , donc A(—A%) = L et| A€ GL5(K) et A7! = — A%, \

19. \VAeR+,3a>0|Vxe1, |x—a|sa:»f(x)zA.\

20. | f est continue en a ssi f(x) — fla).

21. Soit f: I — Rune fonctionet ae I et £ €R.

f) —t = Ve Nou, —a= f(up) — f(a)

22. Soit f : I — R continue sur l'intervalle I. Soit a < b deux éléments de I. Pour tout y entre f(a) et f(b), il existe
cela, bl tel que f(c) =y.

23. Soit f : [a, b] — R une fonction continue. La fonction f est bornée et atteint ses bornes.

24. Soit f: I — R définie sur I'intervalle I. Si f est continue et strictement croissante sur I, alors f est une bijection de
I sur f(I).
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25. Soit g : x — f(x) — x. La fonction g est continue sur [a, b] par opérations. De plus, g(a) = f(a)—a<0et g(b) =
f(b)—b=0.D’apresle TVI, il existe c € [a, b] tel que g(c) = 0. Donc f(c) =c. Ainsi,‘ f admet au moins un point fixe. ‘

— +oo donc f change de

signe sur R. De plus f est continue sur R par opérations, donc d’apres le TVI, il existe ¢ €R tel que f(x)=0.Sia<0,
fx) Foo et on conclut de méme.

Dans les deux cas, ‘ f s’annule au moins une fois sur R. ‘

26. Notons a le coefficient dominant de f, de sorte que f(x) ~ +ooax’. Sia> 0, f(x)

X—+00

27. (@) Sia, #0, anxn+~-+a0x ~ anx"; (g) arctan(x) =0
—+00 X—
(b) siay#0, anx"+---+apx” ~ apx’; (h) sh(x) ~ x;
(© sin(x) ~ x; i) Q+0 =1 ~ Axsid#0;
x—0
(d) tan(x) ~0x; 2
X— .
1-cos(x) ~ —;
(e) Indl+x) ~ x; 0) ( )x~0 2
x—0 x2
6 e*-1 ~ x; k) ch(x)-1 ~ —.
x—0 x—0 2

28. (a) Soit x e R. Lafonction f est définieen xssix+4=0et vVx+4—2#0.Cequi donne Dy =]-4,0[u]0, +oo0l.

(b) ‘ f est continue sur | —4,0[ et sur ]0, +oo[ par opérations. ‘

X
€ Vx+4-2=2(V1+x/4-1) ~01 et sin(2x) o 2x, donc f(x) o 8. Ainsi, f admet une limite finie en 0. La
X X— X—

—

fonction‘ f est prolongeable par continuité en 0 en posant f(0) = 8. ‘

In(1+ x) x 1 In(1+ x) 1
29. @@ —— ~ —=—-.Donc| —— —— —.
sin(2x) x—02x 2 sin(2x) x—0 2
tan(3x 3x tan(3x
(b) Bx) ~ — =3.Donc ( )—>3.
er—1 x—0 x e¥—1 x—0
1
(© 1+ x)% = e%ln“”), et—In(l+x) ~ 1.Donc|(1+ x)% — 1.
X x—0 x—0
(2x)?
In(cos(2x)) B In(1 + (cos(2x) — 1)) cos(2x)—1 -

(d) Comme cos(2x)—1 — 0etcos(3x)—1 s = ~ ~ 5
x—0 x—0 In(cos(Bx)) In(1+ (cos(Bx)—1)) x—0 cos(3x)—1 x—0 _(3%

In(cos(2x))

4
In(cos(3x)) x—0 9"

4
—. Donc
9

Correction de I'exercice 2 :

11 11 33
1. La pente de D vaut T Donc il existe b € R tel que y = Zx + b est une équation de D. Comme A€ B, 4 = T +b

17 . . 11 17
donc b= T Ainsi, une équationde D est| y = Zx T
1 17 1 - 1
2. fX)—|—x——|=——= 0. Donc‘ D est asymptote a € en +co. | De plus, pour tout x > 2, —— > 0, donc
4 4 X—2 x—+o0 x—2

‘ %€ est au-dessus de D au voisinage de +oo. ‘

Correction de I'exercice 3 :

1. Onremarque que| B’ = I3, Bl =B, B? = et B3 = 05. Donc‘ pour tout n>3, B" = B3B"3 = 03.

o o O
o o O
(=

n
2. Comme I3B = BI3, on peut appliquer Newton: A" = )~ (H)Bklg_k.

i=o\k
nn-1)
. R . . n nyoo () p1, (7] 2 Lo 2
Si n =2, d’apres la question précédente, A" = 0 B+ I B+ 9 B =109 1 n
0 0 1
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nn—-1)
1 n —
On note que cette formule marche encore pour n=0et n=1, donc|VneN, B" = 0 1 n
0 0 1
Correction de I'exercice 4 :
1. (a) Lafonction g est dérivable sur R par opérations et pour tout x € R, g'(x) = —1<0car x*+1=1.Donc
x*+1

g est décroissante sur R ‘

Comme g(0) =0,

pour tout x € R_, g(x) =0 et pour tout x =0, g(x) <0.

X —00 0 +00
:
fx) . 0 —
(b) 2

(c) e« Supposons que xp < 0. Montrons par récurrence sur n € Nque u, <0:
> Initialisation : par hypothese, uy = xp < 0.
> Hérédité : soit n € N. Supposons que u, < 0. Alors u,+1 = f(u,) < f(0) =0 car f est croissante sur R.

Par principe de récurrence, Vn € N, u, < 0. Or, pour tout x <0, g(x) = 0, donc pour tout n € N, g(u,) =0
et f(u,) —u, =0donc U, —u, =0.
‘ Ainsi, si xg < 0, la suite (1) est croissante. ‘

¢ Sixp =0, on montre de méme que pour tout n € N, u, = 0 et comme g est négative sur R, pour tout n e N,
Upt1 — Uy <0.
Ainsi, si xg = 0, la suite () est décroissante. ‘

(d) e Sixp=<0, (u,) est croissante et majorée par 0, donc converge.
e Sixp=0, (1) est décroissante et minorée par 0, donc converge.

Dans les deux cas, (1,,) converge vers une limite ¢ € R. De plus, comme f est continue, f(¢) = ¢. Or, comme g
est strictement croissante sur R, 'équation g(x) = 0 n’a que 0 comme solution. Donc ¢ = 0.

Ainsi, u,; — 0.

2. e Analyse : soit 1 : R — R une fonction continue. Supposons que Vx € R, h(x) = h(arctan(x)). Soit xo € R. On
définit la suite (u#,) comme dans I'énoncé. Alors pour tout n € N, h(u,) = h(f(u)) = h(uy41) :la suite (h(uy))
est constante : Vn e N, h(xg) = h(uy,) et comme h est continue sur R et que u,, — 0, h(xp) = h(0).
Ainsi, h est constante.

o Synthese : soit & : x — C une fonction constante. La fonction & est bien continue sur R. De plus, Vx € R,
h(x) = C et h(arctan(x)) = C.
Les seules fonctions qui conviennent sont les fonctions constantes.

Correction de I'exercice 5 :
n
1. Soit (i, j) € [1,n]?. Alors [Ex ;Ml;j = Y [Eglim[Mlpm;.
m=1
e Sik # 1, alors tous les termes sont nuls et [Ex,;M];; =0

o Sii=kFk, [Ek,iMlgj = [M]y;.
n
Puis, [MEy)ij = Y [MlimlEk,i1mj-
m=1

 Sil# j, alors tous les termes sont nuls et [MEy ;];; =0
o Sij=1 [MEyli=[Ml.

2. * Analyse : soit M € .4, (K). Supposons que YA € .y (K), AM = MA. Soit (k,1) € [1, n]]z. Alors Ex ;M = MEy. ;.
D’apres la question précédente, en prenant k # [, [Ex ;M];; = 0 et [MEy ;111 = [M]x, donc tous les coefficients
de M en dehors de la diagonale sont nuls.

Puis, [Ex,; Ml = [M];; et [MEg ;11 = [M]k, donc tous les coefficients diagonaux de M sont égaux.
Ainsi, il existe A € K tel que M = A1,,.

o Synthese : soit A € K et M = AI},. Alors pour tout A € 4,(K), AM = MA.

Ainsi, | les matrices qui conviennent sont les matrices scalaires.
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